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Tiivistelma

Téassd vaitoskirjassa esitetddn johdantokappaleen lisdksi viisi itse-
néistd esseetd, jotka liittyvit tydelakejirjestelmén rahoituksen riskin-
hallintaongelmien kuvaamiseen, analysointiin ja ratkaisumenetelmiin.
Ensimmaisesséd esseessd esitetdén aikasarjamalli, joka kuvaa tydeldke-
laitosten sijoitustuottoihin ja vakuutusliikkeen kassavirtoihin olennai-
sesti vaikuttavien taloudellisten epdvarmuustekijoiden stokastiikkaa.
Malli laajentaa Koivun, Pennasen ja Ranteen mallia lisddmaélls sithen
inflaation seké jakamalla osakesijoitukset useampaan luokkaan. Lisdk-
si huomioidaan inflaation ja sijoitustuottojen vélinen yhteys ja korko-
malli on johdonmukaisempi. Toisessa esseessd esitetddn yksinkertainen
numeeriseen laskentaan soveltuva malli tydeldkelaitoksen riskinhallin-
taan olennaisesti vaikuttaville vakuutusliikkeen kassavirroille ja vas-
tuille. Malli mahdollistaa kassavirtojen ja vastuuvelan stokastisen ku-
vaamisen yksinkertaisten stokastisten prosessien avulla ja antaa konsis-
tentteja tuloksia Eldketurvakeskuksen laskelmien kanssa. Kolmannessa
esseessd esitetddn alustavia laskelmia Hallituksen 8.6.2006 tekemén la-
kiesityksen vaikutuksesta tydeldkevakuutusmaksuun pitkalla aikavilil-
14 huomioiden sijoitustuottojen ja vakuutusliikkeen kassavirtojen epé-
varmuus. Lakiesityksen mukaisessa eldkejarjestelmassd maksun medi-
aani putoaisi noin 2-2,5%:a vuoteen 2034 mennessi, mutta tuleviin
maksuihin liittyy huomattavaa epavarmuutta. Lopullinen maksu riip-
puu valittavista laskuperusteista. Neljadnnesséd esseessd tutkitaan nu-
meerisesti moniperiodisen stokastisen optimoinnin diskeretointia kayt-
tden integrointikvadratuureja. Joustavana menetelménd stokastinen
optimointi soveltuu hyvin eldkelaitosten riskinhallintaongelmien rat-
kaisemiseen. Sen soveltaminen edellyttdd ldhes aina optimointiongel-
man diskretointia. Numeeristen testien perusteella integrointikvadra-
tuurilla diskretoidun tehtévén optimiratkaisu konvergoituu nopeam-
min todelliseen optimiratkaisuun kuin usein kdytetty Monte Carlo-
menetelma. Viidennessé esseessi esitetddn stokastisen optimoinnin mal-
li suomalaisen tyoeldkeyhtién varojen ja vastuiden hallintaan ottaen
huomioon Suomen tydeldkejirjestelman erityissddnnokset. Numeeris-
ten testien perusteella stokastisen optimoinnin avulla saavutetaan huo-
mattavasti korkemmat sijoitustuotot suhteessa konkurssiriskiin kuin
usein vastaavissa tehtdvissd sovelletuilla paatossaannoilla.

Avainsanat: Tyoeldkkeet, varojen ja vastuiden hallinta, riskinhallin-
ta, aikasarjamallinnus, stokastinen optimointi, numeerinen analyysi.
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1 Johdanto

Suomen tyoeldkejirjestelmén ensisijaisena tavoitteena on turvata tyduran ai-
kana ansaittujen tyoelidkkeiden maksaminen elikkeelle jadmisestd aina eldk-
keen padttymiseen asti. TyGeldkkeiden hoitaminen on ulkoistettu eldkelai-
toksille, jotka kerdavat tyoelakemaksut tyontekijoilté ja -antajilta, sijoittavat
osan kerddmistdin varoista sijoitusmarkkinoille ja maksavat eldkkeitd voi-
massa olevien tydeldkelakien mukaisesti. Suomessa on useita eri tydeldkela-
keja. Naistd osa koskee yksityiselld sektorilla toimivia eldkelaitoksia, kuten
esimerkiksi tyontekijiin elikelaki TEL, lyhytaikaisten tyosuhteiden eldkelaki
LEL ja taitelijoiden eldkelaki TaEL, jotka 1.1.2007 yhdistetdén Tyontekijin
elikelaiksi (TyEL). Osa tyoeldkelaeista taas on julkisella sektorilla toimiville
elakelaitoksille, kuten esimerkiksi kuntien eldkelaki KVTEL ja valtion elédke-
laki VEL. Suomen ty6eldkejirjestelméi on kuvattu tarkemmin Hietaniemen
ja Vidlundin [18] toimittamassa kirjassa. Téssd viitoskirjassa tarkastellaan
erityisesti yksityisen sektorin TyEL-jirjestelmén ja TyEL-lain mukaan toi-
mivien eldkelaitosten rahoituksen riskinhallintaa.

TyEL-jarjestelmé on hajautettu ja osittain rahastoiva jérjestelmi, jos-
sa elidkkeiden hoitaminen on annettu TyEL-laissa tarkoitetuille tyoelédkelai-
toksille. Ne kerddvit tyoeldkevakuutusmaksut (TyEL-maksu) tyontekijoiltd
ja -antajilta, sijoittavat TyEL-maksun ns. rahastoitavat osat sijoitusmark-
kinoille ja maksavat eldkkeitd voimassa olevien sidnndsten mukaisesti. Ra-
hastointi tuo elidkejirjestelmiin sijoitusriskin. Sijoitusriskin kantavat viime
kiidessd tyontekijit ja -antajat, silld rahastoiduille elidkkeille saatava tuotto ei
sddnnosten mukaan juurikaan vaikuta maksettavien elikkeiden tasoon, vaan
pitkélla aikavélilla tuottojen heilahtelu katetaan tyontekijéiden ja -antajien
TyEL-maksujen muutoksilla.

Tydeldkelaitosten rahoituksen riskinhallinnalle on tyypillistd hyvin pit-
k& suunnitteluhorisontti. Kerdttiviin TyEL-maksuihin liittyvit elikemaksu-
velvoitteet voivat tulla maksettaviksi vasta monen vuosikymmenen jilkeen.
Riskinhallinnassa olennaisia tekijoitd ovat sijoituksille saatavat tuotot sekd
vakuutusliikkeen kassavirrat, joihin molempiin liittyy huomattavaa epévar-
muutta. Sijoitustuotot vaikuttavat seké eldkelaitosten varallisuuteen etté ra-
hastoista maksettavien elikkeiden mé#drdan. Sijoitustuottojen ja vakuutus-
lilkkeen kassavirtojen lisdksi eldkelaitoksen riskinhallinnassa olennainen epi-
varmuuden ldhde on aktuaarisesti laskettava vastuuvelka, jonka on maéra ku-
vata tulevien rahastoista maksettavien elikkeiden nykyarvoa. Vastuuvelan ja
sijoitusvarallisuuden perusteella méiritellidn eldkelaitoksen vakavaraisuus ja
mahdollinen konkurssi. Yksittdisen tyoeldkelaitoksen sijoitustoiminnan riski-
né on saada muita eldkelaitoksia heikompia sijoitustuottoja pitkilla aikavi-
lill4, silla tyoeldkelaitosten konkurssirajaan vaikuttava vastuuvelka ja myds



maksettavat elikkeet madrdytyvit kaikkien eldkelaitosten saamien keskimaé-
rdisten sijoitustuottojen perusteella.

Tydelédkelaitoksille madrattavat sddnndkset ovat olennainen tekija tyo-
elakejirjestelman tavoitteiden ja valvonnan kannalta. Sa&nnokset méaritta-
vit esimerkiksi missd méérin tyGeldkelaitosten sijoitustuotot vaikuttavat ra-
hastoista maksettavien eldkkeiden maidrdan ja sitd kautta kuinka korkeiksi
TyEL-maksut muodostuvat. Lisiksi niissd maériatadn, kuinka eldkelaitokset
voivat harjoittaa sijoitustoimintaa. Sadnnokset maardaavit jarjestelméin pit-
kin aikavilin sallitun riskitason ja pyrkivéit ohjaamaan tydelikelaitosten toi-
mintaa madritellyn riskitason ja jarjestelmin muiden tavoitteiden mukaises-
ti. Tyoeldkelaitosten tehtaviksi jid mahdollisimman hyvin tuoton tavoittelu
annetuilla sd&nnoksilla.

TyEL-lain perusteella eldkelaitokset ovat yhteisvastuullisia eldkelaitok-
sen konkurssitapauksessa, joten konkurssien vilttdminen on kaikkien tyGelé-
kelaitosten ja tyGeldkejarjestelmén maksajien etu. Konkurssien valttadmiseksi
eldkelaitoksille on asetettu lukuisia sdfinnoksié, joiden noudattamista seu-
raa Vakuutusvalvontavirasto. Sddnndsten pitéisi perustua julkisesti saatavil-
la oleviin tutkimuksiin, jotta niiden vaikutuksia TyEL-jirjestelmén pitkin
aikavilin tavoitteisiin voitaisiin puolueettomasti arvioida. Sdannosten pitéi-
si kuitenkin olla mahdollisimman yksinkertaisia, jotta yksittdinen eldkelai-
tos voisi suunnitella oman sijoitustoimintansa mahdollisimman tuottovasti
ja turvaavasti. Eldkelaitoksen kannalta kaikki ulkopuolelta asetetut rajoituk-
set haittaavat sen sijoitustoimintaa ja riskinhallintaa.

Viitoskirjan viisi esseetd liittyvit tyoelikelaitosten ja -jarjestelmén rahoi-
tuksen riskinhallintaongelman kuvaamiseen ja analysointiin. Johdannon kap-
paleessa 2 kisitellddn lyhyesti tydelédkelaitosten rahoituksen riskinhallintaan
olennaisesti vaikuttavien taloudellisten epidvarmuustekijoiden pitkin aikavi-
lin mallinnusta ja aiheeseen liittyvaa esseetd “Sijoitustuottomalli tyelikelai-
toksille”. Tyoelikejirjestelmén haastavuuden takia riskinhallinnassa joudu-
taan turvautumaan numeerisiin menetelmiin, jolloin tarvitaan yksinkertai-
sia numeerisia laskentamalleja riskinhallinnan kannalta olennaisille tekijoil-
le. Kappaleessa 3 kisitellddn tyoeldkelaitoksen riskinhallintaan olennaisesti
vaikuttavien kassavirtojen ja vastuiden numeerista mallintamista ja esseen
“Tyoelikelaitoksen kassavirta-vastuumalli” tuloksia. Kun sijoitustuottojen ja
vakuutustoiminnan kassavirtojen laskentaan soveltuva stokastinen malli on
rakennettu, voidaan tutkia TyEL-jirjestelmaé ja erilaisten muutosten vai-
kutusta jarjestelméin parantamiseksi. Kappaleessa 4 kisitelldsin Hallituksen
lakiesityksen [16] vaikutusta TyEL-maksuun ja esseen “Sijoitusuudistuksen
vaikutus yksityisen sektorin tydelikevakuutusmaksuun” tuloksia. Elikelai-
toksen tehtdvdnd on 16ytdd optimaalinen sijoitusstrategia annetuilla siin-
noksilld huomioiden sijoitustuottoihin ja vakuutusliikeeseen liittyva stokas-



tiikka. Eldkelaitoksen pitkin aikavilin sijoitusongelma on vaikea padtosongel-
ma, jolle voidaan hakea optimaalista ratkaisua vain numeerisin menetelmin.
Optimointimenetelmien soveltamiseen liittyy ongelmia, koska analyyttisen
ratkaisun ollessa tuntematon optimiratkaisun laadun arviointi on vaikeaa.
Kappaleessa 5 kisitellddn stokastisen optimoinnin tehtévin optimiarvon ja -
ratkaisun konvergoitumista optimiin ja esseen “Numerical study of discretiza-
tions of multistage stochastic programs” tuloksia. Kun optimointimenetelm&
on valittu ja sen ominaisuudet tunnetaan, taytyy vield rakentaa optimointi-
malli, joka huomioi suomalaisen tydelikejarjestelmén erityispiirteet. Kappa-
leessa 6 kisitellddn tyoeldkeyhtion riskinhallintaan liittyvan paatosongelman
optimointia ja esseen “A stochastic programming model for asset liability
management of a Finnish pension insurance company” tuloksia.

2 Stokastisten tekijoiden mallinnus

Tyoeldkejirjestelmén rahoitukseen liittyy monia epdvarmuustekijoitd. N&ita
ovat esimerkiksi sijoituksille saatavat tuotot, elikkeiden mésrit, muutokset
kuolevuudessa ja keskiméiriisen eldkoitymisidn kehitys. Taloudelliseen toi-
mintaan liittyvien ja demografisten epdvarmuustekijéiden oletetaan olevan
keskenédn riippumattomia, jolloin ne voidaan mallintaa erillisilli malleilla.
Tassd tutkimuksessa ei kisitelld demografisten tekijoiden mallinnusta.

Riskinhallinnassa on kuvattava padtoksentekijin omaa nikemysti epéavar-
muudesta. Ty6eldkejarjestelmén sijoitustoiminnan pitkdjanteisyyden vuoksi
epavarmuuden kuvaamiseen tarvitaan malli, joka pystyy kuvaamaan paatok-
sentekijin nikemyksia pitkilld aikavililld. Kenties tunnetuin eldkelaitoksille
tehty stokastinen malli on Wilkien malli [33, 34]. Samantyyppisii malleja
suomalaisille tyGeldkelaitoksille ovat esittéineet ainakin Ranne [30] ja Heikki-
14 [17]. Wilkien mallin tyyppisten hierarkkisten (“cascaded”) mallien yksin-
kertaisuudesta seuraavana rajoitteena on, ettd ne pystyvit kuvaamaan vain
yksisuuntaisia riippuvuussuhteita. Lisiiksi Heikkildn mallissa on puute, etti
se kuvaa sellaisenaan epirealistisesti esimerkiksi korkoja ja osakeindekseja.
Ongelma on korjattu lisidmalld malliin rajoitteita negatiivisten korkojen ja
osakeindeksien vilttdmiseksi, mutta lisdrajoitteiden seurauksena saattaa olla
positiivisen todennékoisyysmassan kertyminen poikkeaviin pisteisiin.

Koivu et al. [21] ovat esittéineet Englen ja Grangerin [12] VEqC (Vector
Equilibrium Correction)-malliin perustuvan stokastisen mallin suomalaisen
tyoeldkelaitoksen sijoitustuottojen epdvarmuuden kuvaamiseen. VEqC-malli
on vektoriautoregressiivisen mallin yleistys, jonka avulla voidaan kuvata sto-
kastisten tekijoiden pitkéin aikavilin tasapainotiloja. Vektoriautoregressiivis-
ten mallien etu hierarkkisiin malleihin on, etta niissé ei rajoiteta aikasarjojen



vilistd kausaalisuutta etukiteen. Koivu et al. esittdméssd mallissa positiivi-
set muuttujat kuvataan lihtokohtaisesti positiivisina muuttujina kiyttden
asianmukaisia datamuunnoksia. Mallissa on kiytetty myos asiantuntijainfor-
maatiota parametrien arvoissa, jolloin malli saadaan vastaamaan kiyttdjin
omia nikemyksid niiltd osin kuin historiadatasta estimoidut parametriarvot
eivit sita tee.

Esseessd “Sijoitustuottomalli tyoeldkelaitokselle” esitetddn aikasarjamal-
li tyoeldkelaitoksen pitkdn aikavilin sijoitustuotoille seké vakuutusliikkeen
kassavirtojen ja vastuuvelan laskennassa olennaisille ansiotaso- ja elinkus-
tannusindekseille. Malli laajentaa Koivu et al. esittdmad mallia lisdamalld
sithen inflaation ja jakamalla osakesijoitukset neljain luokkaan. Mallia on
yksinkertaistettu kiyttdméalla hintaindeksin ja kéteistuoton sijasta osake- ja
kiinteistGsijoitusten kokonaistuottoindekseji. Lisdksi mallissa huomioidaan
esimerkiksi Lothian et al. [23] havaitsema inflaation ja sijoitustuottojen vé-
linen yhteys pitkilla aikavélilld. My6s korkojen malli on johdonmukaisempi.
Simulointitestin perusteella simuloidut jakaumat vastaavat annettua asian-
tuntijainformaatiota ja historiallisista aikasarjoista estimoituja hajontoja.

3 Kassavirtojen ja vastuiden mallinnus

Rahastoinnissa ja tyGeldkelaitosten vilisessd vastuunjaossa kiytetyt lukui-
sat sddnnokset ja laskentakaavat tekeviit Suomen tyGeldkejarjestelméasta kiy-
tdnnon tasolla monimutkaisen. TyEL-lain perusteella suurin osa yksityisen
sektorin tybelikelaitosten kerddmistd TyEL-maksuista menee melko suoraan
nykyisten elikkeiden maksamiseen ja vain TyEL-maksun rahastoitavat osat
jaavit maksun kerdinneen tyoeldkelaitoksen sijoitettavaksi tulevia elikemeno-
ja varten. Niiden tyoeldkelaitoksen vastuulla olevien rahastoitujen eldkkei-
den perusteella laitos on velvollinen maksamaan elikkeitéd elikkeen alkami-
sesta eldkkeen paittymiseen saakka. Eldkelaitosten tulevaisuudessa makset-
tavien rahastoitujen eldkkeiden nykyarvoa kuvaamaan on kehitetty aktuaari-
sesti laskettava vastuuvelka, joka yhdessé elikelaitoksen varallisuuden kanssa
médrittelee elikelaitosten vakavaraisuuden. Tyoeldkejirjestelmén vakuutus-
tekniikkaa ovat kuvanneet Tuomikoski ja Kilponen [31].

Tyoelikelaitoksen rahoituksen riskinhallinnassa pitdd huomioida vain ne
kassavirrat, jotka vaikuttavat laitoksen sijoitusomaisuuteen ja vastuuvelkaan.
Esseessé “Tydelédkelaitoksen kassavirta-vastuumalli” esitetdéin yksinkertainen
numeeriseen laskentaan soveltuva malli 1.1.2007 voimaan tulevan TyEL-lain
mukaisesti toimivan tydeldkelaitoksen riskinhallintaan olennaisesti vaikutta-
vien kassavirtojen ja vastuiden laskentaan. N&itd ovat rahastoitavat vanhuus-
ja tyokyvyttomyyselikemaksut, rahastoista maksettavat vanhuus- ja tyoky-



vyttomyyseldkkeet sekd vanhuus- ja tyGkyvyttomyyseldkeliikkeen vastuuve-
lat. Muiden rahastoista maksettavien tyoelikelajien odotettavissa oleva osuus
kassavirroista ja vastuuvelasta on niin pieni, ettd ne esiintyvit mallissa va-
kioina. Esitetyn mallin tulokset ovat konsistentteja Bistrom et al. [3] esit-
tdmén Eldketurvakeskuksen (ETK) deterministisen laskelman kanssa van-
huuselékeliikkeen osalta. Tyokyvyttomyselakkeistd ei ollut saatavilla vastaa-
via vertailutietoja. Lisdksi on esitetty simulaatiotuloksia, joissa ansiotaso- ja
elinkustannusindeksi on mallinnettu stokastisina esseessi “Sijoitustuottomalli
tyoeldkelaitoksille” esitetylld aikasarjamallilla. Simulointien perusteella kas-
savirtoihin liittyy huomattavasti epdvarmuutta, joka taytyy ottaa huomioon
eldkelaitoksen riskinhallinnassa.

4 Sijoitusuudistuksen vaikutus TyEL-maksuun

TyEL-lain mukaan elikkeiden rahastoitujen osien maksaminen on tyoelike-
laitosten vastuulla ja loput ansaituista eldkkeistd kustannetaan tyontekijoil-
td ja tyonantajilta perittédvilli TyEL-maksuilla ns. tasausjérjestelmén kautta.
Mitd suurempi osa vuosittaisesta elikemenosta saadaan katettua rahastoista
maksettavilla osilla, sitd pienemméksi muodostuu TyEL-maksu. Tyoelike-
jirjestelmén maksajien kannalta on tavoiteltavaa, ettd rahastoista maksetta-
vat eldkkeet olisivat mahdollisimman suuret ja TyEL-maksut mahdollisim-
man matalat ja tasaiset. Odotettavissa oleva suurten ikialuokkien elako6itymi-
nen seuraavien parin vuosikymmenen aikana yhdessid pienenevien tyoikiis-
ten sukupolvien kanssa on aiheuttanut paineita TyEL-maksujen nostamisek-
si. TAm4 on johtanut pohdintaan, ettd pitéisiko tyoeldkesddnnoksia muuttaa
nousupaineen pienentdmiseksi. Hallitus esittikin 8.6.2006 [16] muutoksia vuo-
den 2007 alussa voimaan tulevaan TyEL-lakiin, joiden tavoitteena on alentaa
tulevia tybelikevakuutusmaksuja. Lakiesitys perustuu pitkélti eldkeneuvot-
teluryhmén ehdotuksiin [11].

Olennaisia muutoksia lakiesityksessi ovat elikevarojen sijoitustuottojen
kohdistaminen vanhempien ikdluokkien vanhuuseldkerahastojen tiydennyk-
siin ja uusi osaketuottosidonnainen vastuuvelka. Nykyisin elikevarojen tuotot
kohdistetaan vanhuuseldkkeiden rahastoituja osien tdydennyksiin kiyttden
ns. laskuperustekorkoa, joka riippuu tydelékelaitosten keskimé&ériisistd va-
kavaraisuusasteesta - kiiytdnnossé siis eldkevaroille saatavista sijoitustuotois-
ta ja elikevastuista. Tdydennykset kohdistetaan tasaisesti kaikille ikéluokille.
Lakiesityksen mukaan jatkossa tdydennykset voitaisiin kohdistaa eri suuruisi-
na eri ikdluokille, jolloin sijoitustuotot alentaisivat TyEL-maksua nopeammin
lahitulevaisuudessa kuin nykyinen eldkkeiden tidydennyssddntd. Lakiesityk-
sen mukaan tAmén pitédisi pienentéd erityisesti vuosien 2020-2030 tuntumaan



osuvaa TyEL-maksun huippuvaihetta. Lakiesityksen mukainen osaketuotto-
sidonnainen vastuuvelka riippuu tyoelikelaitosten keskiméaraisistd osaketuo-
toista ja voi olla joko positiivinen tai negatiivinen. Vastuuvelan pitéisi alen-
taa tyoeldkelaitosten konkurssirajaa silloin kun eldkelaitosten osakesijoituk-
set tuottavat keskimédrin tappiota. Uudistuksen tavoitteena on lisdtd tyo-
elakelaitosten osakesijoitusmahdollisuutta ja sen odotetaan alentavan TyEL-
maksua eldkevarojen pitkin aikavilin keskiméirdisen tuotto-odotuksen kas-
vaessa.

Elékeneuvotteluryhmén ja Bistrom et al. [3] raporteissa esitetdéin ETK:n
deterministisid, pitkdn aikavélin laskelmia TyEL-maksun kehityksestd seké
tehd&dn herkkyysanalyysejd sijoitustuotoille. Varsinaista sijoitustoimintaan,
ansiotasoon tai inflaatioon liittyvééd stokastiikkaa laskelmissa ei kuitenkaan
esiinny. Heikkild [17] ja eldkeneuvotteluryhmé ovat tutkineet osakesijoitus-
ten lisddmisen vaikutusta tyOeldkeyhtion ja -jarjestelmiin vakavaraisuuteen
ottaen huomioon sijoitustuottoihin liittyvin epdvarmuuden, mutta vaikutus-
ta TyEL-maksuun ei suoraan tutkittu. Elikeneuvotteluryhmin péaitelmit
perustuvatkin pitkélti kahden erillisen mallin, ETK:n deterministisen mal-
lin ja tyGeldkeyhtié Varman stokastisen sijoitusmallin tulosten analyysiin ja
epdsuoraan yhdistdmiseen.

Esseessd “Sijoitusuudistuksen vaikutus yksityisen sektorin tyoeldkevakuu-
tusmaksuun” on tutkittu simuloimalla hallituksen 8.6.2006 antaman lakiesi-
tyksen vaikutusta TyEL-maksuun huomioiden elikemenoon ja sijoitustuot-
toihin liittyvd epdvarmuus. Esseessd on esitetty yksinkertainen numeeriseen
laskentaan soveltuva malli vanhuuseldkemenon ja TyEL-maksun laskentaan.
Sijoitustuottojen, ansiotaso- ja elinkustannusindeksien stokastiikka kuvataan
esseessd “Sijoitustuottomalli tybelidkelaitoksille” esitetylld aikasarjamallilla,
joka poikkeaa oleellisesti elikeneuvotteluryhmén laskelmissa kiytetysti Heik-
kilan mallista. Laskelmat ovat alustavia, koska virallisia laskuperusteita ei ol-
lut saatavilla. Lakiesityksen mukaisessa eldkejérjestelmiissi maksun mediaa-
ni putoaisi noin 2-2,5%:a vuoteen 2034 mennessd, mutta tuleviin maksuihin
liittyy huomattavaa epdvarmuutta. Maksun jakauma on huomattavan epéa-
symmetrinen, joten vastaavanlaisissa laskelmissa usein raportoidut tunnuslu-
vut, keskiarvo ja hajonta, eivit kerro riittivisti maksun jakaumasta. Lopul-
linen maksu riippuu liséksi valittavista laskuperusteista. Laskelmat antaisi-
vat aihetta tarkastella uudestaan mm. asiakaspalautusten laskentaperiaattei-
ta ja niiden parametrien arvoja seké laskuperustekoron kaavaa. Asiakaspa-
lautusten salliminen ns. vakavaraisuusrajalle asti nostaa pitkilld aikavalilla
sekdi TyEL-maksua ettd konkurssiriskid verrattuna esitettyyn vaihtoehtoi-
seen malliin. Nykyiselld asiakaspalautusten sddnnolld palautukset myos kas-
vavat ajan myotd suhteessa palkkasummaan. Satunnaisesti voi tulla myds
erittdin suuria palautusten méaria suhteessa palkkasummaan, sillid toimin-



tapddoman ollessa lilan suuri suhteessa vakavaraisuusrajaa, osa ylityksista
maksetaan asiakaspalautusina takaisin tyonantajille. Todenné&koisyytta voi-
taisiin pienentdi esimerkiksi sallimalla laskuperustekoron nousta yli 0,5%:a
kerrallaan.

Tulosten perusteella laskentasdannailld on vaikutusta TyEL-maksuun pit-
kalla aikavalilld, joten TyEL-jarjestelmén laskentasddntdjen pitdisi perustua
julkisesti saatavilla oleviin, hyvin dokumentoituihin tutkimuksiin. Tallin
laskentamallien ja niiden tulosten voitaisiin arvioida puolueettomasti ja var-
mistaa, ettd laskentasddnnot ovat parhaat mahdolliset jarjestelmén tavoit-
teiden kannalta.

5 Stokastisen optimointitehtivin diskretointi

Tyoelikelaitosten varojen ja vastuiden hallinta (Asset Liability Management,
ALM) on tyypillisesti monimutkainen diskreettiaikainen paitésongelma epé-
varmuuden vallitessa. Stokastinen optimointi on paljon kiytetty menetelmé
eldkelaitosten ALM-ongelmien ratkaisemiseen. Sen avulla voidaan mallintaa
monimutkaisia optimointiongelmia ja epdvarmuustekijiat voidaan kuvata mo-
nipuolisesti esimerkiksi aikasarjamallien avulla. Stokastista optimointia on
esitelty esimerkiksi lahteessd http://hkkk.fi/systems/sp/. Muita ldhesty-
mistapoja padtosongelmaan esitelldéin seuraavassa kappaleessa.

Kun optimointiongelman stokastiikka on kuvattu aikasarjamallilla, on-
gelmasta tulee daretonulotteinen optimointiongelma. Sitd ei voida ratkaista
analyyttisesti kuin vain aivan yksinkertaisimmissa tapauksissa. Pennasen [25]
mukaan ddretonulotteinen tehtiva voidaan kuitenkin ratkaista diskretoimal-
la alkuperdinen ongelma approksimoivaksi ongelmaksi. Approksimoiva op-
timointiongelma ratkaistaan numeerisesti esimerkiksi kaupallisilla optimoin-
tiohjelmistoilla. Diskretoidunkin optimointiongelman ratkaisun 16ytdminen
saattaa olla vaikeaa, silld tehtévin koko kasvaa eksponentiaalisesti patos-
periodien ja diskretoinnissa kiytettyjen otantapisteiden mé&drin funktiona,
jolloin sen ratkaiseminen edellyttds huomattavaa laskentatehoa. Esimerkiksi
Gondzio ja Kouwenberg [15] ovat kiyttédneet kuudentoista prosessorin rin-
nakkaislaskentaa ratkaistessaan hollantilaisen eldkerahaston ALM-ongelmaa
stokastisella optimoinnilla. Rinnakkaislaskenta ja muu vastaava superteho-
laskenta edellyttdd kuitenkin niin suurta tietoteknistd osaamista ja erikois-
tunutta laskentakapasiteettia, ettei kiytdnnon padtoksentekijoilld ole yleen-
sd mahdollisuutta niitd hyodyntda. Talloin joudutaan tekeméin diskretointi
pienemmilld méirilla otantapisteitd, jolloin diskretointi jaa usein liian kar-
keaksi. Diskretoinnin laatuun vaikuttaa otantapisteiden méaérén lisdksi olen-
naisesti kiytetty diskretointimenetelmi. Huonosti tehty diskretointi saattaa



johtaa hyvinkin kaukana todellisesta optimimista olevaan péatokseen, tyo-
eldkelaitosten tapauksessa esimerkiksi erittdin riskialttiiseen sijoituspa&tok-
seen. Diskretoidun tehtévin optimiratkaisun laatua on vaikea arvioida, koska
alkuperiisen tehtdvin optimiratkaisua ei tunneta. Liian karkeasti diskretoi-
dun tehtédvin ratkaisu on usein harhainen, mutta diskretoinnin tarkentuessa
harha havida. Ratkaisun laatua eri diskretointimenetelmilld voidaan arvioida
numeerisesti laskemalla tilastolliset yla- ja alarajat optimille.

Integrointikvadratuurit tarjoavat laskentatehokkaan deterministisen me-
netelmén ddretonulotteisten optimointitehtdvin diskretoimiseksi (katso [27,
28]). Pennanen [25, 26] on esittdnyt ehdot, joilla approksimoivan ongelman
optimiratkaisu konvergoituu alkuperdisen ongelman optimiratkaisuun kun
tehtdva diskretoidaan yhd tarkemmin ja tarkemmin. Integrointikvadratuu-
rien etu muihin diskretointimenetelmiin - kuten esimerkiksi Monte Carlo-
menetelméin - on, etté se pystyy usein approksimoimaan jatkuvan optimoin-
titehtavin tarkemmin samalla maéralla otantapisteitd. Tdméa on olennainen
etu toimittaessa rajatulla laskentakapasiteetilla.

Koivu [20] ja Pennanen ja Koivu [28] ovat tutkineet numeerisesti staatti-
sen stokastisen optimoinnin tehtévin diskretointia integrointikvadratuureilla
ja Monte Carlo-menetelmélls sekd varianssin vdhentdmistekniikoilla. Moni-
periodisen stokastisen optimoinnin tapauksessa esimerkiksi Chiralaksanakul
ja Morton [7, 8] ovat tutkineet Monte Carlo-menetelmin kiyttoda alkupe-
rdisen optimointiongelman diskretoinnissa ja Blomvall ja Shapiro [5] Monte
Carlo- ja Latin Hypercube-menetelmia.

Esseessd “Numerical study of discretizations of multistage stochastic pro-
grams” on tutkittu numeerisesti moniperiodisen, &iretonulotteisen konvek-
sin stokastisen optimointitehtdvin optimiratkaisun laatua ja konvergoitumis-
ta optimiin kilytettiessd integrointikvadratuureja alkuperéisen optimointion-
gelman diskretoinnissa. Tihennettiessd diskretointia optimiarvon tilastolli-
set yli- ja alarajat konvergoivat optimiratkaisuun kéytetyill& testiongelmilla.
Konvergenssi on huomattavasti nopeampaa kuin Monte Carlo-menetelmalla
ja peilaus (antithetic) Monte Carlo-menetelmalld diskretoiduissa tehtavissa.
Testiongelmina kiytetddn rahoituksen riskinhallinnassa yleisesti sovellettavia
moniperiodisia optimointitehtavia.

6 Optimointimalli tyoelikelaitoksen varojen ja
vastuiden hallintaan

Stokastinen optimointi on menetelms monimutkaisten diskreettiaikaisten péa-
tosongelmien ratkaisemiseen epdvarmuuden vallitessa. Muita menetelmié ovat



ainakin pa#téssddnnot, dynaaminen optimointi ja optimiohjausteoria.

Pédatossdannot ovat suosittu ldhestymistapa niiden helpon toteutettavuu-
den ja ymmaérrettivyyden ansiosta. Yksi suosituimmista padtossdénnoistd
ALM-sovelluksissa on ns. kiintedn sijoitusallokaation strategia, jossa sijoi-
tusallokaatiot paivitetddn aina annetuin viliajoin vastaamaan etukiteen péa-
tettyja kiinteitd sijoitusosuuksia sijoitusportfolion arvosta. Paatossdanto voi
olla my6s tilariippuvainen, sijoitusosuudet voivat riippua esimerkikisi eldke-
laitoksen vakavaraisuusasteesta; katso [4, 29]. Suomessa péétossidantoji tyo-
elikeyhtididen riskinhallinnan tutkimuksessa on soveltanut ainakin Heikkild
[17]. Paatossaantojen tulokset eivit yleensé ole optimaalisia, silld ne rajoitta-
vat mahdollisten sijoitusstrategioiden joukkoa merkittavisti. Lisdksi paatos-
sdéntjen parametrien optimointi saattaa olla hankalaa [13]. Dynaamisessa
optimoinnissa tyypillinen ldhestymistapa on ratkaista ongelma rekursiivisesti
jokaisessa tilassa jokaisella padtoshetkelld, eiki siind voida kiyttad kovinkaan
monimutkaisia rajoitteita (katso esim. [1]). Liséksi pddtosongelmaan liitty-
vin stokastiikan on yleensd noudatettava Markov-prosessia eli stokastisen
prosessin tuleva kehitys riippuu vain prosessin nykyisesté tilasta, ei siitd mi-
ten sithen on tultu. ALM-ongelmissa on kuitenkin tyypillisesti monimutkaisia
rajoitteita ja epdvarmuutta kuvataan usein aikasarjamalleilla. Stokastisessa
optimiohjauksessa tavoitteena on 16ytdé tilariippuvainen paatossainto (kat-
so esim. [2]). My6s stokastisessa optimiohjauksessa stokastiikka on kuvattava
Markov-prosessina eiki riittdvin monimutkaisia rajoitteita voida ottaa huo-
mioon ALM-sovellusten ratkaisemiseksi.

Stokastisen optimoinnin avulla voidaan mallintaa huomattavasti moni-
mutkaisempia optimointiongelmia kuin dynaamisella optimoinnilla ja opti-
miohjauksella, koska se ei edellytd tiettyd muotoa tavoitefunktiolta, se sallii
monenlaiset rajoitteet ongelmassa ja stokastiikkaa voidaan kuvata monipuo-
lisesti esimerkiksi aikasarjamallien avulla. Stokastisen optimoinnin ongelmia
ovat suuri laskentatehon tarve ja daretonulotteisten tehtivien tapauksessa
tehtdvin diskretointi ja diskretoidun tehtdvian optimiratkaisun laadun ar-
vioinnin vaikeus.

Tietokoneiden laskentatehon ja matemaattisten ohjelmistojen kehittyessa
on raportoitu yhd useampia stokastisen optimoinnin ALM-sovelluksia (kat-
so esim. [35]). Erityisesti eldkelaitoksille kehitettyja stokastisen optimoinnin
ALM-sovelluksia ovat raportoineet ainakin Hgyland [19], Consigli ja Demps-
ter [9], Mulvey et al. [24], Bogentoft et al. [6], Kouwenberg [22], Geyer et al.
[14], van der Vlerk et al. [32] ja Dupagova ja Polivka [10]. Néissd sovelluksis-
sa on puutteita stokastiikan kuvauksessa ja/tai optimointiongelman diskre-
toinnissa. Hgyland kuvaa stokastiikan jatkuvien jakaumien sijaan diskreeteil-
14 skenaarioilla ja jakauman muutamalla ensimmaéiselld momentilla. Tall6in
optimointitehtéivi ei ole riittdvan hyvin méairitelty, jotta esimerkiksi optimi-
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ratkaisun laatua voitaisiin edes arvioida. Muissa sovelluksissa stokastiikka
on kuvattu jatkuvilla jakaumilla, mutta diskretointimenetelmén teoreettisia
ominaisuuksia ei ole tutkittu riittévisti.

Esseessid “A stochastic programming model for asset liability manage-
ment of a Finnish pension insurance company” esitetdfin stokastisen opti-
moinnin malli suomalaiselle tyéeldkeyhtiolle. Malli poikkeaa aikaisemmista
ALM-sovelluksista siiné, ettd optimointiongelman diskretoinnissa on sovel-
lettu integrointikvadratuuria. Integrointikvadratuurin kiytto ongelman dis-
kretoinnissa parantaa selkeésti realistisen kokoisten tehtévien ratkaisun laa-
tua verrattuna esimerkiksi Monte Carlo-menetelméin ja mahdollistaa riitta-
vén ldhelld optimia olevien ratkaisujen 16ytdmisen mikrotietokoneella. Mallis-
sa on lisiksi huomioitu suomalaisen tydelékejéirjestelméin erityispiirteet, ku-
ten esimerkiksi vakavaraisuussdannokset sekd vakuutusliikkeen kassavirtojen
ja vastuiden laskentasdinndt. Esseessd on verrattu stokastisen optimoinnin
avulla saavutettavia tuloksia kiintedn sijoitusallokaation strategiaan seka té-
td parempia tuloksia tuottaneeseen dynaamiseen piitosstategiaan. Pa#tos-
strategioita kokeiltiin noin tuhat vaihdellen parametriarvoja. Optimointimal-
li toimi numeerisessa testissd hyvin - stokastisella optimoinnilla saavutettiin
huomattavasti parempaa tuottoa varoille suhteessa konkurssiriskiin kuin yh-
delldkian padtosstrategioista.

Viitteet

[1] D.P. Bertsekas. Dynamic Programming and Optimal Control. Athena
Scientific, kolmas painos, 2005.

[2] D.P. Bertsekas ja S.E. Shreve. Stochastic Optimal Control: The Discrete
Time Case. Academic Press, New York, 1978.

[3] P. Bistrom, T. Klaavo, I. Risku ja H. Sihvonen. Eldkemenot, maksut ja
rahastot vuoteen 2075. Eldketurvakeskuksen raportteja, Eliketurvakes-
kus, 2004.

[4] F. Black ja R. Jones. Simplifying portfolio insurance for corporate pen-
sion plans. Journal of Portfolio Management, 14, 33-37, 1988.

[5] J. Blomvall ja A. Shapiro. Solving Multistage Asset Investment
Problems by Monte Carlo Based Optimization. Mathematical Program-
ming, Series B, 2005. To appear.

[6] E. Bogentoft, E. Romeijn ja S. Uryasev. Asset/liability management

10



[7]

18]

(9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

for pension funds using CVaR constraints. Journal of Risk Finance, 3,
no. 1, 57-71, 2001.

A. Chiralaksanakul. Monte Carlo methods for multi-stage stochastic
programs. viitoskirja, University of Texas at Austin, Austin, Texas,
2003.

A. Chiralaksanakul ja D. Morton. Assessing policy quality in multi-
stage stochastic programming. Stochastic Programming E-Print Series,
2004, no. 12, 2004.

G. Consigli ja M.A.H. Dempster. Dynamic stochastic programming for
asset-liability management. Annals of Operations Research, 81, 131-161,
1998.

J. Dupacova ja J. Polivka. Asset-liability management for Czech pension
funds using stochastic programming. Stochastic Programming E-print
Series, 2004, no. 1, 2004.

Eldkeneuvotteluryhmai. Tydeldkejarjestelmén sijoitustoimintaa koskeva
selvitys. Tekninen raportti, 2006.

R.F. Engle ja C.W.J. Granger. Co-integration and error correction:
representation, estimation and testing. FEconometrica, 55, no. 2, 251—
276, 1987.

S.E. Fleten, K. Hgyland ja S.W. Wallace. The performance of stochastic
dynamic and fixed mix portfolio models. European Journal of Operations
Research, 140, 37-49, 2002.

A. Geyer, K. Herold, K. Kontriner ja W.T. Ziemba. The Innovest
Austrian pension fund financial planning model InnoALM. Working
paper, University of British Columbia, 2002.

J. Gondzio ja R. Kouwenberg. High performance computing for asset
liability management. Operations Research, 49, no. 6, 879-891, 2001.

HE77/2006. Hallituksen esitys Eduskunnalle eldkelaitosten toiminta-
pédomaa ja vastuuvelkaa koskevien sddnnosten muuttamiseksi. 2006.

M. Heikkild. Tel-jarjestelmén yhteinen tuottovelvoite ja yksittdisen yh-
tién sijoitustuottojen jifinnosvarianssi. Working paper, Suomen Aktu-
aariyhdistys, 2004.

11



[18]

[19]

[20]

21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

M. Hietaniemi ja M. Vidlund, toimittajat. Fldkkeiden rahoitus. Elike-
turvakeskus, 2003.

K. Hgyland. Asset liability management for a life insurance company:
A stochastic programming approach. viitoskirja, Norwegian University
of Science and Technology, 1998.

M. Koivu. Variance reduction in sample approximations of stochastic
programs . Mathematical Programming, Series A, 103, no. 3, 463-483,
2005.

M. Koivu, T. Pennanen ja A. Ranne. Modeling assets and liabilites of
a Finnish pension company: a VEqC approach. Scandinavian Actuarial
Journal, 2005, no. 1, 46-76, 2005.

R. Kouwenberg. Scenario generation and stochastic programming mo-
dels for asset liability management. FEuropean Journal of Operations
Research, 134, no. 2, 279-292, 2001.

J.R. Lothian ja C. McCarthy. Equity returns and inflation: the puzz-
lingly long lags. Research in Banking and Finance, 2, 149-166, 2001.

J.M. Mulvey, G. Gould ja C. Morgan. An asset and liability management
system for Towers Perrin-Tillinghast. Interfaces, 30, no. 1, 96-114, 2000.

T. Pennanen. Epi-convergent discretizations of multistage stochastic
programs. Mathematics of Operations Research, 30, 245-256, 2005a.

T. Pennanen. Epi-convergent discretizations of multistage stochas-
tic programs via integration quadratures. Mathematical Programming,
2005b. To appear.

T. Pennanen ja M. Koivu. Integration quadratures in discretization
of stochastic programs. Stochastic Programming E-print Series, 2002,
no. 11, 2002.

T. Pennanen ja M. Koivu. Epi-convergent discretizations of stochastic
programs via integration quadratures. Numerische Mathematik, 100,
141-163, 2005.

AF. Perold ja W.F. Sharpe. Dynamic strategies for asset allocation.
Financial Analyst Journal, 4, 16-27, 1988.

A. Ranne. The Finnish stochastic investment model. Teoksessa Tran-
sactions of the 26th ICA, sivut 213-238. 1998.

12



[31] J. Tuomikoski ja S. Kilponen. Lakisdéteisen tydelédkevakuutuksen va-
kuutustekniikkaa. Eldketurvakeskuksen raportteja 2003:31, Eldketurva-
keskus, 2003.

[32] M.H. van der Vlerk, W.K. Haneveld ja M.H. Streutker. Integrated
chance constraints in an ALM model for pension funds. Stochastic Pro-
gramming E-print Series, 2003, no. 13, 2003.

[33] A.D. Wilkie. A stochastic investment model for actuarial use. Transac-
tions of the Faculty of Actuaries, 39, 341-403, 1986.

[34] A.D. Wilkie. More on a stochastic asset model for actuarial use. British
Actuarial Journal, 1, 7T77-964, 1995.

[35] W.T. Ziemba ja J.M. Mulvey, toimittajat. Worldwide Asset and Liability
Management. Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

13



Sijoitustuottomalli tyoeldkelaitoksille
Petri Hilli", Matti Koivu* ja Teemu Pennanen'

T Liiketoiminnan teknologian laitos
Helsingin kauppakorkeakoulu

* Risk Management Division
Euroopan keskuspankki

11. joulukuuta 2006

Tiivistelméi

Tassé raportissa on esitetty aikasarjamalli suomalaisen tyoeldkelai-
toksen sijoitustuotoille sekd vakuutustoiminnan kassavirtojen ja vas-
tuiden laskennassa olennaisille ansiotaso- ja elinkustannusindekseille.
Malli laajentaa Koivun, Pennasen ja Ranteen aiemmin esittdmé&& mal-
lia lisddmalla siihen inflaation ja jakamalla osakesijoitukset useampaan
luokkaan. Malli on lisdksi rakennettu siten, ettd se huomioi inflaation
ja sijoitustuottojen vililld usein havaitun yhteyden ja takaa korkojen
vélisen johdonmukaisuuden.

1 Johdanto

Suomen tydeldkejirjestelméssi varaudutaan tuleviin elikemenoihin sijoitta-
malla osa kerdttivistd tyoeldkemaksuista sijoitusmarkkinoille ja maksamalla
osa elikemenosta sijoituspddomasta. Jarjestelméssi eldkevarojen sijoittami-
nen ja elikkeiden maksaminen on annettu tyoeldkelaitosten hoidettavaksi.
Tydelédkelaitosten sijoitustoiminta on hyvin pitkdjanteistd, silld kerdttaviin
tydelikemaksuihin liittyvit maksuvelvoitteet voivat alkaa vasta usean vuosi-
kymmenen kuluttua. Tyoeldkelaitosten strategisen rahoituksen riskinhallin-
nan kannalta on olennaista, etti tuleviin sijoitustuottoihin ja vakuutusliik-
keen kassavirtoihin sekd vastuisiin liittyvdaa epavarmuutta pystytdan kuvaa-
maan pitkilld aikavililld. Téssi raportissa kuvataan stokastinen sijoitustuot-



tomalli yhdeksille tyelidkelaitoksen strategiseen riskinhallintaan olennaisesti
vaikuttavalle epavarmuustekijille.

Stokastisia malleja vakuutuslaitosten sijoitusten ja/tai vakuutustoimin-
taan liittyvien tekijoiden kuvaamiseen on esitetty kirjallisuudessa paljon.
Tunnetuin lienee Wilkien malli [20, 21], joka on ollut esikuvana monille mys-
hemmin esitetyille malleille; katso esimerkiksi Yakoubov et al. [23] tai Mul-
vey [17, 18], jossa esitetty malli on ollut kdytossd alan johtavalla konsul-
tointiyhtiolla Towers Perrin Tillinghastilla. Ranne [19] ja Heikkild [12] ovat
esittineet malleja suomalaisille eldkevakuutuslaitoksille. Muita viimeaikaisia
malleja ovat esittdneet Hibbert et al. [13] ja Ahlgrim et al [1, 2]. Edelld mai-
nittujen mallien ongelmana on hierarkinen (niin sanottu “cascade”) raken-
ne, missi aikasarjojen vélisi riippuvuuksia kuvataan yksisuuntaisesti. Tamé
sulkee pois esimerkiksi poikkeavien osaketuottojen mahdollisen vaikutuksen
inflaatioon tai korkoihin. Liséksi osa yllimainituista malleista on rakennet-
tu siten, ettd korot ja hintaindeksit voivat saada negatiivisia arvoja positii-
visella todennékoisyydelld. Niitd epérealistisia piirteitd on yritetty korjata
esimerkiksi lisaamalla simulointivaiheessa keinotekoisia rajoitteita ongelmal-
lisille muuttujille. Téstd seuraa kuitenkin uusia ongelmia, kuten esimerkiksi
positiivisen todennakoisyysmassan kerddntyminen tiettyihin poikkeaviin pis-
teisiin.

Téssé raportissa on esitetty Englen ja Grangerin [10] VEqC (Vector Equi-
librium Correction)-malliin (tunnetaan myds nimelld yhteisintegroituvuus-
malli tai vektorivirheenkorjausmalli) perustuva stokastinen malli suomalai-
sen tyoeldkelaitoksen sijoitustuotoille sekd ansiotaso- ja elinkustannusindek-
seille, joita voidaan kiyttida tyoelikelaitosten kassavirtojen ja vastuiden ke-
hitystd kuvaavissa malleissa. VEqC-malli on vektoriautoregressiivisen mallin
yleistys, jonka avulla voidaan kuvata stokastisten muuttujien pitkin aikavilin
tasapainotiloja. Vektoriautoregressiivisten mallien etu Wilkien mallin tyyp-
pisiin hierarkisiin malleihin ndhden on, etti niissi ei rajoiteta eri aikasarjojen
vilistd kausaalisuutta etukiiteen. Vektoriautoregressiivisii sijoitustuottomal-
leja ovat esitténeet esimerkiksi Dert [7], Wright [22], Harris [11] ja Campbell
et al. [5, 6]. VEqC-malliin perustuvia sijoitustuottomalleja ovat esittdneet
esimerkiksi Boender et al. [3] ja Koivu et al. [15].

Koivu et al. esittdméssi mallissa positiiviset muuttujat kuten korot ja hin-
taindeksit esitetidn lihtokohtaisesti positiivisina satunnaismuutujina. Mallin
kéyttaja voi myos lisdtéa malliin “asiantuntijainformaatiota” kuten nékemyk-
sid tulevista keskimédrdisistd sijoitustuotoista tai korkotasoista. Téssd ra-
portissa esitetty malli perustuu Koivu et al. malliin, mutta siihen on lisitty
inflaatio ja osakesijoitukset on jaettu neljdén eri sijoitusluokkaan. Toisaalta
mallia on yksinkertaistettu mallintamalla osake- ja kiinteistosijoitusten ko-
konaistuottoindeksejd hintaindeksin ja kéteistuoton sijaan. Liséksi hintain-



deksit ja korot on mallinnettu reaalisina, minki avulla voidaan kuvata usein
todettua yhteytta inflaation ja sijoitusmarkkinoiden vililld; katso esimerkiksi
Lothian et al. [16] ja sen viitteet. Korkosijoituksia on mallinnettu markkina-
korkojen sijaan forward-korkojen avulla mikd takaa eri korkoihin liittyvien
diskonttotekijoiden pienenemisen maturiteetin suhteen. Kaikki aikasarjat on
mallinnettu kuukausitasolla.

Kappaleessa 2 on kuvattu kiytetty aikasarja-aineisto ja sille tehdyt data-
muunnokset, kappaleessa 3 aikasarjamalli ja kappaleessa 4 simulointituloksia.

2 Sijoitustuotot ja aikasarja-aineisto

Tavoitteena on mallintaa kokonaistuotot seuraaville sijoitusluokille
1. lyhyt korko,
2. pitkd korko,
3. suomalaiset osakkeet,
4. eurooppalaiset osakkeet,
5. pohjoisamerikkalaiset osakkeet,
6. aasialaiset osakkeet,
7. kiinteistot.

Kokonaistuotto koostuu sijoituksen arvonmuutoksesta sekd kiteistuotosta.
Lyhyen koron tuotto R! miiriytyy lyhyen koron F! mukaan seuraavasti

1 _ _AtFL
Ry = e~

missid At on aika-askeleen pituus vuosina. Lyhyt korko F'' mallinnetaan po-
sitiivisena stokastisena prosessina, miki takaa etti R' > 0. Pitkiin koron
tuottoa R? approksimoidaan kaavalla

1+v, \ "
R? = AtY,_ —_—
t t1+(1+Ytl>

missi Y on pitki korko; katso liite A. Osakesijoitusten tuotot B/ miriytyvit
kokonaistuottoindeksien S’ perusteella



Kiinteistdsijoitusten kokonaistuotto R muodostuu arvonmuutoksesta ja vuok-

ratuotosta ;

R] = Atr; + ;{1
Tissd S” on kiinteistohintaindeksi ja r on prosentuaalinen vuotuinen vuok-
ratuotto.

Kokonaistuottojen liséiksi kehitetty malli sisdltdd kuvauksen yleisen ansio-
tasoindeksin W ja elinkustannusindeksin I kehityksestd. Naitd voidaan kiyt-
tad tyoelikelaitosten kassavirtojen ja vastuiden kehitystid kuvaavissa malleis-
sa; katso Hilli ja Pennanen [14]. Elinkustannusindeksi on hyddyllinen myos
itse kokonaistuottojen kuvaamisessa silld, kuten aiemmin todettiin, sen on
havaittu olevan yhteydessd esimerkiksi osaketuottoihin pitkilld aikavalilla.

Estimoinnissa kiytetty aikasarja-aineisto koostuu seuraavien aikasarjojen
kuukausihavainnoista tammikuusta 1996 joulukuuhun 2005:

F! Saksan kolmen kuukauden korko 1996-1998 ja kolmen kuukauden euribor-
korko 1999-2005, Saksan korkosarja on saatu Datastreamista (http:
//www.datastream.com) ja kolmen kuukauden euribor-koron aikasarja
on saatu ldhteestd http://www.euribor.org,

Y Saksan viiden vuoden korko, aikasarja on saatu Datastreamista,

S3 OMX HELSINKI CAP-kokonaistuottoindeksi, aikasarja on saatu Da-
tastreamista,

S4 DJ EURO STOXX 50-kokonaistuottoindeksi, aikasarja on saatu lih-
teestd http://wuw.stoxx.com,

S5 DJ Americas 600-kokonaistuottoindeksi, aikasarja on saatu lihteesti
http://www.stoxx.com,

S6 DJ Asia/Pacific 600-kokonaistuottoindeksi, aikasarja on saatu lihteesti
http://www.stoxx.com,

S7 1996-1997 interpoloitu Englannin kiinteistohintaindeksi ja 1998-2005
interpoloitu Kiinteistoalan instituutin (KTT) kiinteistéindeksi, Englan-
nin kiinteistohintaindeksi on saatu ldhteestd http://www.ipdindex.
co.uk/ ja KTL:n indeksi lahteestd http://www.kti.fi, vuositason ai-
kasarjat on interpoloitu kuukausihavainnoiksi,

r KTI:n vuokratuottojen vuosihavainnot 1998-2005, aikasarja saatu lih-
teestd http://wuw.kti.fi,



W kausitasoitettu ja interpoloitu Suomen ansiotasoindeksi, neljannesvuo-
sihavaintojen aikasarja saatu Tilastokeskukselta ja interpoloitu kuu-
kausihavainnoiksi,

I kausitasoitettu Euroalueen elinkustannusindeksi, aikasarja saatu ldh-
teestd http://epp.eurostat.cec.eu.int.

Néma4 aikasarjat on esitetty liitteen D kuvissa kuitenkin siten, ettd ansiotaso-
ja elinkustannusindekseista on esitetty muutokset. Koska kiinteistosijoitusten
vuokratuotto r on ollut ldhes vakio, se piitettiin yksinkertaisuuden mallintaa
vakiona r; = 6,9% kaikilla t. Muut 9 tekijid mallinnetaan alla kuvattujen
muunnosten kautta moniulotteisella aikasarjamallilla.

Kuten lyhyt korko F'', myds niin sanottu forward-korko

LY -t F!
T oty — 1

F2

on aina positiivinen, miki vastaa sitd, ettd diskonttokerroin pienenee matu-
riteetin kasvaessa, katso esimerkiksi Cairns [4, s. 5. Jos lyhyen koron F'! ja
forward-koron F? arvot tunnetaan, saadaan pitkin koron Y arvo laskettua
kaavasta

tFY + (ty — t1) F?
= tg .

Prosessien F', F2, 3, S84 S° 56 S7 W ja I positiivisuus taataan mal-
lintamalla niiden logaritmeja f', f2, s3, s%, s°, s°, s7, w ja i reaaliarvoisi-
na prosesseina. Niin saadut sarjat muutetaan vielé reaalisiksi vihentamalla
forward-korkojen logaritmeista kuukausi-inflaatio, eli elinkustannusindeksin
logaritmin ensimmainen differenssi Ai;, = i; — 4,1 kerrottuna kdyttdjén an-
tamalla parametrilla p ja osakeindeksien ja ansiotasoindeksin logaritmeista
elinkustannusindeksin logaritmi. Ndin saadut log-reaaliset sarjat

thl = ftl — pAiy
ft2 :ftz_pAit

Y:

B3 _ 3
5, =58y — i
g



on esitetty liitteessd D. Aikasarjojen “realisoinnilla” pyritd&in mallintamaan
monissa tutkimuksissa havaittu yhteys inflaation seké korkojen ja osaketuot-
tojen valilld pitkilld aikavélilld; katso esimerkiksi [16] ja sen viitteet. Para-
metrin p sopivalla valinnalla voidaan parantaa log-reaalisten aikasarjojen ti-
lastollista sopivuutta estimoitavaan aikasarjamalliin. Téssd tyossd paddyttiin
arvoon p = 2,4.

Taulukossa 1 on esitetty DF-GLS yksikkojuuritestien tulokset kappalees-
sa 2 johdetuille aikasarjoille. Kéytetty DF-GLS testi [9] on modifikaatio ylei-
sesti kiytetystd ADF yksikkojuuritestista [8], jolla testin tilastollista voimaa
ja ominaisuuksia pienissd otoksissa on saatu parannettua. Viivetermien lu-
kumééra suoritetuissa testeissd on valittu Schwarz-informaatiokriteeris kéyt-
téen. Deterministiset termit testeissd (vakio, trendi) on valittu puhtaasti ai-
kasarjojen historiallisen kiyttdytymisen ja intuition perusteella. Testitulosten
perusteella log-reaaliset aikasarjat ovat I(1) prosesseja, mutta niiden ensim-
maiset differenssit ovat stationaarisia muiden paitsi kiinteistéhintaindeksin
tapauksessa. Kiinteistohintaindeksin differenssin tilastollinen epéstationaari-
suus saattaa johtua kiytetyn datan puutteellisuudesta. Kiinteistosijoitusten
kuukausittaisen arvonvaihtelun oletetaan kuitenkin olevan pitkilla aikavélil-
14 stationaarinen, joten kappaleessa 3 rakennettavassa aikasarjamallissa kiin-
teistohintaindeksin differenssi mallinnetaan stationaarisena aikasarjana.

3 Aikasarjamalli

Epéstationaarisia aikasarjoja, joiden ensimmaéiset differenssit ovat stationaa-
risia, kuvataan usein ARIMA-tyyppisilld malleilla. T#ssd tyossd on paadyt-
ty Vector Equilibrium Correction-malliin, joka yleistdd ARIMA-malleja li-
sddmalld niihin niin sanotun Equilibium Correction-termin; katso Engle ja
Granger [10]. Tarkemmin, oletetaan ettd 9-ulotteinen prosessi

toteuttaa
Asry = ADszi 1 + a(BT 21 — ) + &,
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Taulukko 1: Yksikkojuuritestien tulokset.
Aika- Deterministiset Viivetermien DF-GLS testin

sarja termit lukumééra t-arvo
ft vakio 0 -0,386
12 vakio 0 -0,708
3° vakio, trendi 0 -1,206
5 vakio, trendi 0 -0,839
3° vakio, trendi 0 -0,883
356 vakio, trendi 1 -1,606
57 vakio, trendi 1 -2,352
w vakio, trendi 1 -2,245
i vakio, trendi 1 -1,642
Afl vakio 0 -9,282%**
Af? vakio 2 -3,238%**
AV vakio 0 -7,9797*
A5 vakio 0 9,579
A3® vakio 0 -9,702%*
AZS vakio 0 -8,099"*
A57 vakio 0 -1,115
Aw vakio 0 -3,130%**
A7 vakio 0 -1,778*
kkx Rk ¥ jlmaisee yksikkojuurinollahypoteesin kumoamista 1%, 5%, 10%
luottamustasolla.

missa
Ag.ft =Ty — Tp—1 — )

ja &¢ on normaalijakautunut 9-ulotteinen vektori, jonka odotusarvo on nol-
lavektori. Vektorin e, varianssimatriisi 2 € R%*? sekd matriisit A € R9%Y,
B € R ja o € R%%? seki vektorit v € R? ja § € R? ovat mallin parametre-
ja.

Jos matriisin

A e
BrA pra+1
ominaisarvot ovat yksikkdympyrin sisilld ja jos 876 = 0, niin t#ll6in vekto-

rien Asz, ja 72, — v odotusarvot konvergoivat nollaan; katso liite B. Toisin
sanoen, pitkilld aikavalilla

EAz, =6 ja EfTz, =n.
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Vektorien § ja 7 sekd matriisin 3 arvot kiinnitetdsin ennen muiden paramet-
rien A, « ja ) estimointia.
Kirjoittamalla Ax; muotoon

Af] [ AR T
AT N:
AB| | Ast A
As} As} — Ay
Az, = | A5 | = | As? — A,
ASY AsS — Ay
AT AsT— A,
Ay Awy — Ay
A

nahddin, ettd vektorin § kaksi ensimmaistd komponenttia madraavit logarit-
misten reaalikorkojen keskimé#riiset muutosnopeudet, nelji seuraavaa kom-
ponenttia osakkeiden keskiméaéraiset reaalituotot, kahdeksas komponentti re-
aalisen ansiotason keskiméiriisen nousun ja viimeinen komponentti keski-
madrdisen inflaation. Koska ei ole syyta olettaa, ettd logaritmisten reaalikor-
kojen muutosnopeus poikkeaisi pitkilld aikavililla nollasta, asetetaan vekto-
rin 0 kahden ensimméisen komponentin arvoksi nolla. Vektorin § loput arvot
asetetaan kiyttdjin nikemysten mukaisesti.
Téassa tyossd on valittu

0
0
0, 0060
0, 0052
§=| 0,0052
0, 0060
0
0,0014
0,0015

Viimeinen komponentti antaa kuukausi-inflaation miké vastaa 1,8%:n vuosi-
inflaatiota. Toiseksi viimeinen komponentti antaa reaalisen ansiotason kas-
vun kuukausitasolla, miks vastaa 1,7%:n vuotuista reaalista ansiotason kas-
vua. Osaketuottojen keskim#iriiset driftit vastaavat 9%:m nominaalista log-
tuottoa Suomen ja Aasian markkinoilla ja 8%:n nominaalista log-tuottoa Eu-
roopassa ja Pohjois-Amerikassa. Kiinteistosijoitusten hintaindeksin reaalinen
kasvu on oletettu nollaksi.



Matriisin § arvoksi valitaan

@

|
O DD DD DO OO O
[l oNoNoNoNel =

mikd vastaa logaritmisten reaalikorkojen keskiarvohakuisuutta. Vektori ~
madrad talloin logaritmisten reaalikorkojen pitkdn aikavilin keskiarvot. Tés-

sd tyossd on valittu
[ 0,8187
T=\ 11585 )

miki vastaa noin 3,25%:n ja 4,5%:n nominaalikorkoja pitkilld aikavalilla.
Aikasarjamallin loput parametrit A, a ja ) estimoitiin aikasarjojen his-
toriallisista arvoista; katso liite C. Matriisien A ja « alkioista suurin osa pa-
kotettiin nolliksi, milld haluttiin véltettds pelkin historiadatan perusteella
ennustamista ja vastaavasti kasvattaa satunnaistermin hajontaa.

4 Esimerkkisimulaatioita

Liitteessd D olevissa kuvissa 18 - 24 on esitetty yksittdinen mallin tuotta-
ma esimerkkisimulaatio. Realisaation kiyttdytyminen vastaa silmimaérai-
sesti varsin hyvin aikasarjojen historiallista kdyttdytymistd. Lyhyt ja pitka
korko, inflaatio seké ansiotasoindeksin muutokset samoin kuin osakeindek-
sit liikkuvat samansuuntaisesti kesken#ddn. Simulontimallin keskimé&ariista
kiyttaytymistd tutkittiin simuloimalla 10 000 kymmenen vuoden realisaa-
tiota ldhtien vuoden 2005 lopun tilanteesta. Taulukossa 2 on esitetty histo-
riallisten ja simuloitujen log-tuottojen ja log-differenssien keskiarvot ja ha-
jonnat. Osakkeiden simuloitujen log-tuottojen keskiarvot sekd ansiotaso- ja
elinkustannusindeksien log-differenssit vastaavat hyvin kappaleessa 3 anne-
tun drift-vektorin ¢ arvoja. Lahtotilanteen korkotason poikkeaminen alaspéin
tasapainoarvoista aiheuttaa matalia korkotuottoja simulointiperiodin alussa.
Simulaatiosta lasketut hajonnat vastaavat melko tarkkaan historiallisia ha-
jontoja.



Taulukko 2: Kokonaistuottojen logaritmien ja ansiotaso- ja elinkustannusin-
deksin log-differenssien tunnuslukuja.

Data Simulaatiot
Keskiarvo Hajonta | Keskiarvo Hajonta
In R! 0,032 0,002 0,031 0,003
In R? 0,055 0,033 0,041 0,038
In R3 0,098 0,227 0,090 0,224
In R* 0,097 0,183 0,080 0,181
In R 0,088 0,196 0,080 0,194
In RS 0,026 0,208 0,092 0,207
In R” 0,086 0,008 0,082 0,006
AlnW 0,035 0,002 0,035 0,002
Aln [ 0,018 0,001 0,018 0,001
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Liitteet

A Pitkin koron sijoitusten arvon muutos

Pitkén koron sijoitusten arvo voidaan lausua muodossa

T

PO =3 Gy

t=1

missd ¢; on korkoinstrumenttien antama kiteistuotto vuonna ¢ ja Y on pitké
korko (“yield to maturity”). Pitkdn koron sijoitusten arvo on siis positiivinen
funktio sekd kassavirroista ¢, ettd Y:std. Arvon P(Y') derivaatan vastalukua
kutsutaan yleisesti duraatioksi. Duraatio kuvaa korkosijoitusten herkkyytté
korkotason suhteen ja sitd voidaan kidyttdd pitkdn koron sijoitusten arvon
muutoksen approksimoimisessa

PY) ~ P(Yo) = D(Y = Yp).

Tamén kaavan ilmeinen ongelma on ettd se saattaa ennustaa negatiivisia
arvoja kun korkotason poikkeama (Y —Yp) on suuri. Téssé tyossd ongelma on

kierretty kidyttdmalld niin sanottua logaritmista duraatiota, joka madritellian
din P(Y
p—_dnP)
dY

Kappaleessa 2 esitetty pitkdn koron sijoitusten kokonaistuoton kaava perus-
tuu approksimaatioon
Aln P(Y) ~ —DAY.

Toisin sanoen suhteellinen arvon muutos

P(Y;) e\ 1+Y, \ 7"
—_— _~ DY, —-Y, 1)) = ~ ([ —F .
P (Yien) exp(=D{Y: = ¥ir)) ¥ 14+Yi

Kappaleessa 2 kiytetty pitkéin koron sijoitusten kokonaistuoton lauseke saa-
daan lisdamaélla tdhan lausekkeeseen kiteisuotto, jota approksimoidaan val-
litsevan korkotason Y avulla.
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B VEqC-mallin stationaarisuusehto
Kappaleessa 3 esitetty VEqC-malli voidaan kirjoittaa muotoon
z =Bz 1 +b+mn,
missd
%= {ﬁTéfI—t ’y]  B= {ﬁfA o I] :
S|
346 0
Jos (30 = 0 niin vektorin z odotusarvo totetuttaa
Ez = BEz_; = B'z,.
Jos matriisin B kaikki ominaisarvot ovat yksikkympyrin sisillé, pitee Ez; —

0 kun t — oo.

C Estimoidut parametrit

—_
=
S OO OO L O oo
N}
=
—_

|
elelelelalaoleENE=
OO OO OO o oo
=
(el en Bl en N el e i e N )
-
=
S OO DD 5O O
©
SO w00
SO p DO 0O
el =l =Nl Rien e Rles ]

=

—0,07 0,09
—0,03

o
o

OO OO oo o
OO OO OO

Q = diag(o)p diag(o),
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missa korrelaatiomatriisi

1
0,400
—0,149
—0,023
—0,088
—0,103
0,113
0,192
—0,612

1
—0,067
—0,011
—0,093
0,024
0,159
0,126
—0,481
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Tyoelakelaitoksen kassavirta-vastuumalli

Petri Hilli ja Teemu Pennanen
Liiketoiminnan teknologian laitos
Helsingin kauppakorkeakoulu

11. joulukuuta 2006

Tiivistelmi

Téassa raportissa esitetdén yksinkertainen numeeriseen laskentaan
soveltuva malli suomalaisen tyoeldkelaitoksen lakisddteiseen vakuutus-
toimintaan liittyville kassavirroille ja vastuille. Malli on rakennettu si-
ten, ettd se mahdollistaa kassavirtojen ja vastuiden stokastisen ku-
vaamisen yksinkertaisten stokastisten prosessien avulla. Kéytettédessé
deterministisid 1dhtotietoja malli kdyttdytyy konsistentisti Eldketur-
vakeskuksen laskelmien kanssa kun taas stokastisten ansiotaso- ja in-
flaatiomallien kdytto aiheuttaa merkittdvdd vaihtelua kassavirtojen ja
vastuiden kehitykselle.

1 Johdanto

Suomalaisen tydelikelaitoksen rahoituksen riskinhallinnassa keskeisimpié epé-
varmuuden ldhteitd ovat sijoitustuotot sekd vakuutustoimintaan liittyvit kas-
savirrat ja vastuut. Stokastisia sijoitustuottomalleja on kisitelty paljon; katso
esimerkiksi Hilli ja Pennanen [6] ja sen viitteet. Tdssd raportissa esitetddn
numeeriseen laskentaan soveltuva malli vuonna 2007 voimaan tulevan Tyo6n-
tekijin eldkelain (TyEL) 2 §:ssd tarkoitetun tyoeldkelaitoksen (tyteldkeyh-
tio, eldkekassa tai eldkesditio) lakisdéteiseen vakuutustoimintaan liittyville
kassavirroille ja vastuille. Malli on rakennettu siten, ettd se mahdollistaa kas-
savirtojen ja vastuiden stokastisen kuvaamisen yksinkertaisten stokastisten
prosessien avulla. Ndin saadaan kuvattua tyoeldkelaitosten vakuutustoimin-
taan liittyvid epdvarmuutta, mik4 on olennainen tekijé laitosten strategisessa
riskinhallinnassa.

Suurin osa TyEL-jirjestelmén vakuutustoiminnan kassavirroista kulkee
(melko) suoraan palkansaajilta ja tyonantajilta eldkeldisille niin sanotun ja-
kojarjestelmén kautta, kun taas tydeldkelaitosten riskinhallinnassa olennaisia



ovat vain laitosten sijoitusomaisuuteen ja vastuuvelkaan® vaikuttavat niin sa-
notut rehastoitavat kassavirrat. Téssd raportissa on esitetty numeeriset mal-
lit rahastoitaville vanhuus- ja ty6kyvyttomyyseldkkeille, jotka kattavat val-
taosan rahastoitavasta vakuutusliikkeestd. Nama riippuvat TyEL-sdannosten
madrddmalla tavalla viestostd, tyollisyydestd, palkkatasosta ja sijoitustuo-
toista. Jos viesto, palkat, inflaatio ja/tai sijoitustuotot kuvataan stokastises-
ti, saadaan stokastinen malli vakuutusliikkeen kassavirroille ja vastuille.

TyEL-lakiin on esitetty muutoksia 8.6.2006 [5], joista téssé raportissa
huomioidaan vain suoraan rahastoituihin kassavirtojen ja vastuuvelan las-
kentaan vaikuttavat muutosehdotukset.

Kassavirta-vastuumalli on esitetty Luvussa 2. Luvussa 3 mallin tuloksia
on verrattu Eliketurvakeskuksen (ETK) laskelmiin, joita on esitetty viittees-
sd Bistrom et al. [1]. Luvussa 4 on esitetty stokastisia simulaatioita, jotka on
laskettu kiyttdmallda ETK:n pitkin aikavilin determinististd laskentamallia
vdestolle ja raportin [6] stokastista mallia ansiotaso- ja elinkustannusindek-
seille.

2 Kassavirrat ja vastuuvelka

TyEL-laitoksen vuotuinen vakuutusliikkeest sijoitusomaisuuteen tuleva net-
tokassavirta F; noudattaa likimain yhtdlod

F‘t:F;f_F;:?

missé F;" on TyEL-laitoksen vuonna ¢ keriiimien rahastoitavien elikemak-
suosien kokonaissumma ja F;” TyEL-laitoksen rahastoista maksettavien eldk-
keiden kokonaissumma vuonna t. Sijoitusomaisuuteen vaikuttavat jossain
madrin myds TyEL-maksun tasausosaan liittyvit kassavirrat, mutta vuosi-
tasolla niiden vaikutukset sijoitusomaisuuteen havidvét.

TyEL-laitosten on noudatettava vakavaraisuussiénnoksid, joissa niin sa-
nottu vekuutustekninen vastuuvelka on keskeisessi asemassa. Vastuuvelka on
laskennallinen suure, joka on kehitetty kuvaamaan rahastoista maksettavien
elidkkeiden nykyarvoa.

Seké kassavirrat ettd vastuuvelka riippuvat olennaisesti viestostd. Koko
Suomen viestd jakautuu kunakin vuonna ikd- ja sukupuoliluokkiin, joiden
joukkoa merkitdan I:114. Kunkin luokan i € I viesto jakautuu lisdksi tiloihin
J = {a,tk,v,m}, aktiivit, tk-eldkeldiset, vanhuuseldkeldiset ja muut. Téas-
sé aktiivit koostuvat mallinnettavan laitoksen vakuutetuista palkansaajista,

1T3ssd raportissa sana “vastuuvelka” viittaa sekii tyoeldkeyhtitiden ja elikekassojen
vastuuvelkaan ett eldkesadtividen eldkevastuuseen.



tk-eldkeldiset koostuvat téysitehoisista TyEL-lain perusteella myonnetyista
tk-eldkkeistd, vanhuuseldkeldisten méaard muodostuu kaikista suomalaisista
vanhuuselikeldisistd ja muut kdsittdd loput Suomen viestostd. Alla kiyte-
tdan merkintoja

pi’j’jl = siirtyméitodennikoisyys tilasta j tilaan j' luokassa ¢ vuonna, ¢,

K}’ = luokan i tilan j koko vuonna ¢,

P} = luokan i aktiivien TyEL-palkkasumma vuonna ¢.

2.1 Rahastoitavat elakemaksut

TyEL-laitos perii TyEL-lain 152 §:n mukaan elikevakuutetuilta rahastoita-
vat eldkemaksut sosiaali- ja terveysministerion vahvistamien laskuperustei-
den mukaisesti. TyEL-laitoksen vuosittain rahastoitava kassavirta voidaan
lausua
Ffr=Ff+ Ff+¢f,

misséi F;r on rahastoitavat vanhuuselikemaksut, Ff rahastoitavat tk-maksut
ja & muut rahastoitavat maksut, kuten esimerkiksi lakkautettavan tyotto-
myyselikkeen maksut.

TyEL-laitoksen yhteenlaskettu rahastoitu vanhuuseldkemaksu vuonna ¢

on

K= Z(’ffs + %) Py

iel

missil xi on luokan 7 vuoden ¢ eliikemaksun vanhuuselikeosa, joka méiriytyy
raportin [8] kaavan (11) mukaan sosiaali- ja terveysministerién vahvistamien
kuolevuuslukujen perusteella. Parametri v méérdd vuoden ¢t lisdrahastoin-
nin. Parametrin ! ja muiden myhemmin esitettéivien vakuutusteknisten pa-
rametrien laskentatekniikkaa on esitetty Tuomikosken ja Kilposen raportis-
sa [9]. Lisdrahastointi muodostuu yli 53-vuotiailta korotetun TyEL-maksun
kautta kerdttivistd maksusta ja vuosille 2003-2013 sovitusta lisirahastoinnis-
ta. Yli 53-vuotiailta kerattavi korotettu maksu on ETK:n mukaan noin 0,2%
kokonaispalkkasummasta. Lassilan |7, s. 33] mukaan vuosille 2003-2013 sovi-
tun lisdrahastoinnin tavoitteena on lisita elikerahastojen méafrad yhteensé
7,5% TyEL-palkkasummasta vuoteen 2013 mennessi. ETK:n mukaan lisi-
rahastoinnista oli vuonna 2005 tekemitti 4,2%. Téssd puuttuva osa liséra-
hastoinnista oletetaan suoritettavan tasaisesti yhtdsuurin prosenttiosuuksin

vuoteen 2013 mennessd vanhuuselékerahastoihin.
Bistrom et al. [3, s. 30] mukaan t&ysitehoiset tk-elikkeet rahastoidaan
kokonaisuudessaan tyokyvyttomyyden alkamishetkelld 1.1.2006 alkaen. Jos



oletetaan, ettd vuonna ¢ alkavien téysitehoisten tk-eldkeldisten méérd luo-
kassa 7 € I on pf;“"tk aktiivien maarista, voidaan vuonna t rahastoitavien
tk-elikemaksujen kokonaismadrdd approksimoida Tuomikosken ja Kilposen

[9, s. 48] perusteella kaavalla

~+_§: i,a,tk i i
Ft - pt a’Gt7

i€l

missé G on tk-elikkeen méird ja o' tk-elikkeen padoma-arvokerroin luokassa
i. Bistron et al. [1, s. 20] mukaan tk-elikkeen mé#érd luokassa ¢ vuonna ¢
voidaan lausua } R

G =G+ G,
misséi C:',’f on tk-eliketapahtumaan mennessi kertynyt eldke ja C;’i on tulevan
ajan eldke. Téssa tyOssd kiytetddn approksimaatiota

Gi= 00t + (1= )Pl

missi ¢° on luokan 4 vuotuinen karttumaprosentti elikepalkasta TyEL 64 §:mn
mukaisesti, 7/ on tyontekijin osuus TyEL-maksusta TyEL 73 §:n mukaisesti,
p ottaa huomioon tk-eldkkeelle jadvien keskiméadrdisestd poikkeavan tulota-
son ja

Cy_ W1 (1 — 7

t1+0’8 i—1( 7:2;1)’
Cia Wia(1 =17 )
on TyEL 97 §:n ja ETK:n ohjeen [4] mukainen palkkakerroin. Téssd W; on
ansiotasoindeksi ja C} kuluttajahintaindeksi vuonna ¢. Tulevan ajan elidke
lasketaan viimeisten viiden vuoden palkkasummasta korotettuna palkkaker-

toimella,
63 1 5
G} = < > ff) R D (=P b,

i'=i+1 t'=1

52 =0,2

missi §' on luokan ¢ vuotuinen tulevan ajan elikekarttumaprosentti elike-
palkasta TyEL 66 §:n mukaisesti.

2.2 Rahastoista maksettavat elikkeet

TyEL-lain 12. luvun mukaan TyEL-laitoksen rahastoista maksettavat eldk-
keet méaraytyvat sosiaali- ja terveysministerion vahvistamien laskuperustei-
den mukaan. Vuonna t rahastoista maksettavien elikkeiden méara voidaan
lausua



missé F;~ on rahastoista maksettavat vanhuuselikkeet, £~ rahastoista mak-
settavat tk-elikkeet ja e, muut rahastoista maksettavat eldkkeet.

TyEL 174 §:n perusteella vuonna ¢ rahastoista maksettavien vanhuuse-
lakkeiden kokonaismadrd voidaan lausua

[— IRIPN)
Fy —E Ky7éy,
il

missi ¢, on luokan i keskiméiriinen rahastoitu vanhuuselike vuonna ¢. Ko-
kooman [8] kaavan (4) perusteella titd voidaan approksimoida kaavalla

(e +0,005—L —  jos in iké on alle 55,
é; = ) ZJ’EJ Kt
e 1 muuten,
& = (1L+1)e (1)

missd r; on Sosiaali- ja terveysministerion vuosittain vahvistama TyEL 171
§:n mukainen tdydennyskerroin. Kokooman [8, s. 5] mukaan

re =1+l (2)

missd 7} on laskuperustekoron mukaan méiriytyvi tdydennys ja r? midrii
yli 53-vuotiailta korotetun TyEL-maksun kautta kerdttavin lisdrahastoinnin
sekd, vuosina 2003-2013 kerdttivin lisdrahastoinnin yhteismairin vuonna ¢.
Lakiehdotuksen [5, s. 5] mukaan nykyisessé jirjestelmissd vastuuvelkaa kat-
tavien varojen kolmen prosentin tason ylittévit tuotot kiytetddn vanhuuse-
likkeiden rahastoitujen osien korotuksiin, joten laskuperustekoron mukainen
rahastojen tdydennys lasketaan kaavalla

Lo (7 O,V()3)Lt_1’ 3)
Ly

missd 7; on laskuperustekorko, L, ; rahastoitujen elikkeiden vastuu vuonna

t — 1 ja L, on rahastoitujen vanhuuselikkeiden vastuu ennen tiydennyksi.

Rahastoitujen eldkkeiden vastuun laskenta on kuvattu kappaleessa 2.3. Ko-

kooman [8] kaavojen (34) ja (50) perusteella

o 6] 76T i
L= § E 0" K7 ¢,
iel jeJ

missi 0,7 on laskettu sosiaali- ja terveysministerion vahvistamien kuolevuus-
lukujen perusteella.



Jos lisdrahastoinnin aiheuttama vastuuvelan nousu r?L; ja sitd varten
kerdttévd osuus palkkasummasta ;> ., P} oletetaan yhtdsuuriksi, niin saa-

el
daan pi
7}2 _ G ZE;EI t ) (4)
t

TyEL 175 §:n perusteella vuonna ¢ rahastoista maksettavien tk-elakkeiden
kokonaismaéri on . o
Fr=2 E,

missi on E! luokan i rahastoitu tk-elikemeno vuonna t. Bistrom et al. [2,
s. 1] perusteella tk-elidkerahastoa voidaan approksimoida kaavalla

D itk tk i1 i—1,a,tk ~i
E; =p, EiZ +p Gi.

2.3 Vastuut

TyEL-lain 11. luvun mukaan TyEL-laitoksen vastuuvelka méariytyy sosiaali-
ja terveysministerion vahvistamien laskuperusteiden mukaan. TyEL-laitoksen
rahastoitujen elikkeiden vastuuvelka voidaan lausua

Lt :i/t+f/t+77t, (5)

missi L; on vanhuuselikevastuut, L; tiysitehoiset tk-elikevastuut ja 7 muut
eldkevastuut.

Kokooman [8] kaavojen (34) ja (50) mukaan TyEL-laitoksen vuoden ¢
vanhuuseldkevastuu on

Li=) Y 0Ké;. (6)
i€l jeJ

Kokooman [8] kaavan (51) perusteella TyEL-laitoksen vuoden ¢ tk-eldkevastuuta
voidaan approksimoida kaavalla,

Lt: E O/ZEZ7
il

missi a’ tk-elikkeen iki- ja sukupuolikohtainen pifioma-arvokerroin luokassa
1. Tk-eldkkeen kesto approksimoidaan luokasta ¢ € I riippuvaksi vakioksi.



2.4 Lakiehdotus

Hallitus antoi 8.6.2006 lakiehdotuksen Eduskunnalle eldkelaitosten toimin-
tapddomaa ja vastuuvelkaa koskevien siinnésten muuttamiseksi [5]. Lakieh-
dotuksen hyviksyminen vaikuttaisi vanhuuseldkkeiden tdydennyksiin ja vas-
tuuvelan madrdytymiseen lisadimalla vastuuvelkaan uuden osaketuottosidon-
naisen osan.

Lakiehdotuksen 171 § mahdollistaisi vanhuuselidkkeiden tdydennysten koh-
distamisen eri suuruisena eri ikiluokille. Lakiehdotuksen perusteluissa on esi-
tetty tdydennyksien kohdistamista kokonaisuudessaan yli 55 vuotiaiden al-
kaneisiin ja vastaisiin elikkeisiin [5, s. 17], jolloin kaava (1) korvattaisiin kaa-
valla

(7)

. el jos in iké on alle 55,
=1
¢ éi(1+r7;,) muuten,

missd 1, laskettaisiin kaavan (2) sijaan kaavalla

=i+,
missé r} on osaketuottosidonnaisen vastuuvelan mukaan méadrdytyvi van-
huuseldkevastuiden tiydennys. Lakiehdotus sisiltdd muutoksen laskuperus-
tekoron mukaiseen vanhuuselikkeiden tdydennykseen. Ehdotuksen mukaan
90% vanhuuseldkkeiden tidydennyksistd méidriytyisi laskuperustekoron pe-
rusteella [5, s. 10]. T&lloin kaava (3) korvataan kaavalla

L max((0,97, — 0,03),0)(Le—1 4+ Li—1 + 1)
t = =55
LP

755 _ i, [ i
Ly = Zzet K"e,

i€l55 jeJ

b

missé

on vanhuuseldkkeiden rahastoitujen osien vastuuvelka 55 vuotta tayttaneil-
le ennen tiydennyksis ja I°5 55 vuotta tiyttineiden iki- ja sukupuoliluok-
kien joukko. Myos lisdrahastointi kohdistettaisiin 55 vuotta téytténeiden van-
huuseldkkeiden rahastoituihin osiin, joten kaava 4 korvattaisiin kaavalla

i

2 M Zie] P

TP = e
L

Ehdotuksen 171 §:n mukaan osaketuottosidonnaisen vastuuvelan L? ol-
lessa jirjestelmitasolla yli 5%:a vastuuvelasta, ylitykset siirretééin rahastoi-
tujen vanhuuselakkeiden tdydennyksiin. Osaketuottosidonnaisen vastuuvelan



mukainen tdydennyskerroin voidaan siten lausua

lO
3 b1
Tt = ﬁ’

t
missé If on ylityksen mukainen siirto osaketuottosidonnaisesta vastuuvelasta
vanhuuselidkevastuisiin.

Osaketuottosidonnainen vastuuvelka L? on osa eldkelaitoksen vastuuvel-
kaa, joten kaava (5) korvattaisiin kaavalla

Lt:ﬁt+f/t+Lg+77t~

Osaketuottosidonnaisen vastuuvelan L7 ja sen mukaisen siirron [{ lasku-
perusteet ovat titéd kirjoitettaessa laatimatta.

3 Vertailu Elaketurvakeskuksen tuloksiin

Bistrom et al. [1] ovat esittéineet laskelmia koko TyEL-jérjestelmén palk-
kasummasta ja vanhuuseldkevastuusta vuosille 2005-2030 olettaen, ettd an-
siotason reaalinen muutos on 1,75% ja reaalinen laskuperustekorko 3,33%
vuodessa. Y1l esitettyd mallia testattiin vertaamalla sen antamia tuloksia
ETK:n laskelmiin kiiyttien samoja oletuksia. Lisiiksi oletetaan, ettd kunkin
luokan ¢ € I palkkasumma noudattaa yhtaloa

P = K"P}, (8)

missi keskipalkan P} reaalinen vuosimuutos on 1,75%. Keskipalkkojen Pjgos
lahtoarvoina on kiytetty ETK:lta saatuja keskipalkkoja koskien koko TyEL-
jarjestelmad. Lisdksi laskennassa on kiytetty ETK:n antamia deterministisid
ennusteita luvuille K} seki alkuarvoja rahastojen o5 ja Figgs koolle seki
kertoimille a’ ja p.

Taulukossa 1 on esitetty kaavan (8) perusteella laskettu palkkasumma
vuosille 2005-2030 sekd Bistrém et al. [1, s. 47] esittimé vastaava ETK:n
laskelma. Palkkasumma poikkeaa tarkasteluperiodilla enimmilldén 2%. Lih-
tohetken palkkasummat poikkeavat toisistaan, koska téssd on kiytetty uu-
dempaa palkkadataa kuin Bistrom et al. laskelmissa.

Taulukossa 2 on esitetty ylld annettujen oletusten ja Luvun 2 kaavojen
perusteella lasketut vanhuuseldkevastuut suhteessa palkkasummaan sekd Bi-
strom et al. [1, s. 74] esitettdma vastaava ETK:n laskelma. Eroavuudet tulos-
ten vélilld voivat johtua edelld mainitusta erosta palkoissa ja vuosien 2003-
2013 lisdrahastoinnin kohdistamisesta seki ajallisesti ettd eri eldkelajeille.



Taulukko 1: TyEL-jirjestelmén palkkasumma vuoden 2004 hintatasossa

Vuosi | Kaava (8) ETK
2005 39987 39242
2010 45001 44879
2020 51309 51697
2030 59114 59777

Taulukko 2: TyEL-jirjestelmén vanhuuselikevastuut suhteessa palkkasum-
maan.

Vuosi | Vastuumalli ETK
2005 0,98 1,0
2010 1,17 1,2
2015 1,37 1,3
2025 1,56 1,5

4 Stokastisia simulaatioita

Seuraavassa oletetaan, ettd ansiotaso- ja elinkustannusindeksi sekid palkat
ovat stokastisia. Laskuperustekorko on vakio 5.2%. Luokan ¢ palkkasumma
voidaan lausua ' o
P = KiF,

miss#i P on luokan i keskipalkka. Keskipalkkoja voidaan approksimoida kaa-
valla

Wy
% Wagos

Seuraavassa kiytetddn Hilli et al. [6] esitettyd aikasarjamallia kuvaamaan
ansiotaso- ja elinkustannusindeksien kehitysta.

Kuvissa 1 - 4 on esitetty 100 simulaation perusteella lasketut vanhuus- ja
tk-eldkevastuut sekil vastaavat nettokassavirrat vuosille 2005-2030.

Pti:PQi
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Sijoitusuudistuksen vaikutus yksityisen
sektorin tyoelakevakuutusmaksuun
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Tiivistelmi

Téassd raportissa esitetddn alustavia laskelmia tyoeldkevakuutus-
maksun kehityksestd vuoteen 2034 saakka nykyisessa tyoeldkejarjestel-
miéssé sekd Hallituksen 8.6.2006 antaman lakiesityksen mukaisessa jér-
jestelmissé. Laskelmissa on huomioitu sijoitustuottoihin, vakuutusliik-
keen kassavirtoihin, palkkasummaan ja vanhuuselikemenoon liittyvd
epdvarmuus. Hallituksen lakiesityksen mukaisessa jarjestelméissd mak-
sun mediaani alenisi noin 2-2,5%:a vuoteen 2034 mennessi verrattu-
na nykyiseen jarjestelmddn kun osakesijoitusten osuutta sijoitusport-
foliossa lisdtadn. Maksun tasoon liittyy kuitenkin huomattavaa epévar-
muutta. Maksun tasoon vaikuttavat sijoitusstrategia, valittu konkurs-
siriski sekd lopulliset sddnnokset. Saannoksistd laskuperustekoron nos-
ton rajoittaminen vaikuttaa asiakaspalautusten madrdan ja kasvattaa
huomattavan suurten asiakaspalautusten todenn#kdisyyttd. Asiakas-
palautusten maksaminen vakavaraisuusrajalle asti ei ole tdysin tyoelé-
kejérjestelmén tavoitteiden mukaista, silld se nostaa pikilld aikavélilla
seka tyoeldkevakuutusmaksua ettd konkurssiriskid suhteessa esitettyyn
vaihtoehtoon.

1 Johdanto

Suomen yksityisten sektorin lakisédteisen tyoeldkejarjestelmén ensisijaisena
tavoitteena on turvata tyouran aikana ansaittujen tydeldkkeiden maksami-
nen elékkeelle jadmisestd elikkeen padttymiseen asti. Yksityisen alan tyGelé-
kejirjestelmé on osittain rahastoiva, jossa osa etuusperusteisesti ansaitusta
elikemenosta rahoitetaan sitd varten siistetyistd varoista ja loput suoraan



vksityisen sektorin tyontekij6ilta ja -antajilta kerattévisté tyoeldkevakuutus-
maksuista (TyEL-maksu). Odotettavissa oleva suurten ikdluokkien eldkoi-
tyminen seuraavien parin vuosikymmenen aikana yhdessd pienenevien tyoi-
kéisten sukupolvien kanssa on tuonut paineita TyEL-maksujen nostamiseen
ja johtanut pohdintaan siité, pitéisiko tyoeldkesddnnoksid muuttaa nousupai-
neen pienentdmiseksi. Hallitus esittikin 8.6.2006 muutoksia 1.1.2007 voimaan
tulevaan Tyontekijén eldkelakiin (TyEL), joiden tavoitteena on alentaa tule-
via tyoeldkevakuutusmaksuja [8]. Lakiesitys perustuu pitkilti elikeneuvotte-
luryhmén ehdotuksiin [4].

Tassd raportissa tutkitaan elikkeiden rahastointiperiaatteisiin vaikutta-
vien Hallituksen esitysten vaikutusta TyEL-maksuun ja jéirjestelman vaka-
varaisuuteen. Sijoitustuotot, ansiotaso ja inflaatio mallinnetaan stokastisina
prosesseina. Tutkimuksessa kiytetty laskentamalli on rakennettu siten, etta
sekd elikemeno ettd elikemenon rahoitus lasketaan samassa mallissa. El&-
kemeno maksetaan vuosittain kerdttavilla tasausosalla ja rahastoista mak-
settavilla osilla, jolloin rahaa sitovia tasaus- ja tasoitusvastuita ei tarvita tai
ne voidaan olettaa vakioiksi. Tilanne vastaa yleisperiaatteeltaan esimerkik-
si Valtion Eldkerahaston toimintaa, jossa valtio maksaa elikemenon ja perii
osan eldkemenosta Valtion Eldkerahastolta etukiiteen méarityin sddnnoksin.
Lahestymistavalla saaduista TyEL-maksuista poikkeavia TyEL-maksuja ja
tarvittavia pddomia voidaan pitdéd nykyisen kaltaisen hajautetun jérjestel-
min ylldpidon kustannuksina tai hyotyina.

Eldkeneuvotteluryhmén ja Bistrom et al. [2] raporteissa esitetdin Eli-
keturvakeskuksen (ETK) deterministisid pitkdn aikavélin laskelmia TyEL-
maksun kehityksesti seké herkkyysanalyysié sijoitustuottojen suhteen, mutta
varsinaista sijoitustoimintaan, ansiotasoon tai inflaatioon liittyvii stokastiik-
kaa laskelmissa ei ole. Heikkild [10] ja elikeneuvotteluryhmé ovat tutkineet
osakesijoitusten lisddmisen vaikutusta tyoeldkeyhtion ja -jirjestelmén vaka-
varaisuuteen, mutta vaikutusta TyEL-maksuun ei suoraan tutkittu. Elike-
neuvotteluryhmén padtelmét perustuvatkin pitkélti kahden erillisen mallin,
ETK:n deterministisen mallin ja tyoelikeyhtio Varman stokastisen sijoitus-
mallin tulosten analyysiin ja epdsuoraan yhdistdmiseen. Heikkilén ja eldke-
neuvotteluryhmén tutkimuksissa jirjestelmé on mallinnettu yhtiokohtaises-
ti, kun taas tédssa raportissa ja ETK:n laskelmissa jirjestelms on mallinnettu
yhtend kokonaisuutena, toisin sanoen kuin kaikki eldkevarat olisivat yhdessé
elidkelaitoksessa.

Téssd tutkimuksessa kiytetaan Hilli et al. [11] esittdmés stokastista sijoi-
tustuottomallia kuvaamaan sijoitustuottoihin, ansiotaso- ja elinkustannusin-
deksiin liittyvid epdvarmuutta. Malli perustuu Englen ja Grangerin [6] esitta-
méain yhteisintegroituvuusmalliin ja poikkeaa huomattavasti eldkeneuvotte-
luryhmén kiyttdmastd mallista mahdollistaen stokastisten tekijéiden pitkéin



aikavélin relaatioiden monipuolisemman huomioimisen. Lisédksi téssd tutki-
muksessa tuotot ovat lognormaalisesti jakautuneita kun taas eldkeneuvottelu-
ryhmén laskelmissa tuotot ovat normaalijakautuneita. Normaalijakaumaole-
tuksesta seuraa esimerkiksi, ettd ilman lisdrajoitteita osakeindeksit tai korot
voisivat saada negatiivisia arvoja. Lisdrajoitteista seuraa kuitenkin uusia on-
gelmia, kuten esimerkiksi positiivisen todennikdisyysmassan kerdéntyminen
poikkeaviin pisteisiin.

Esitettavien laskelmien perusteella TyEL-maksun tulevaan tasoon liittyy
huomattavaa epdvarmuutta. TyEL-maksun ja eldkejirjestelmén vakavarai-
suuden jakaumat ovat varsin epdsymmetrisid, joten vain muutaman tilas-
tollisten tunnusluvun ja erityisesti odotusarvojen raportointi saattaa johtaa
virheellisiin paitelmiin. Hallituksen lakiesityksen mukaisessa jirjestelméssi
TyEL-maksun mediaani olisi n. 2-2,5%:a alempi kuin nykyisessi jirjestelmés-
si. Heikkojen sijoitustuottojen tapauksessa lakiesitykselld ei olisi juurikaan
vaikutusta TyEL-maksuun. Lopulliseen maksuun vaikuttavat monet tekijat,
joista ei ollut tarkkaa tietoa laskelmia tehtiessi. Esimerkiksi laskuperusteko-
ron noston rajoittaminen yhteen prosenttiin vuodessa vaikuttaa siihen, mita
kautta TyEL-maksua alennetaan, varsinaisten rahastojen vaiko asiakaspalau-
tusten kautta. Rajoituksen takia hyvien sijoitustuottojen aikaan tuotot eivit
vilttdmittd ohjaudu riittdvin nopeasti elikerahastojen tdydennyksiin vaan
jaetaan asiakassiirtoina takaisin. Keskiméaardisten ja heikkojen sijoitusten ta-
pauksessa rajoituksella tai sen poistamisella ei olisi juurikaan merkitysta.
Laskelmien perusteella asiakaspalautusten jakaminen lakiesityksen sallimalle
vakavaraisuusrajalle asti ei ole paras mahdollinen ratkaisu eldkejirjestelmén
pitkin aikavilin tavoitteiden kannalta. On 16ydettivissd sdéntoja, joilla saa-
vutettaisiin alemmat TyEL-maksut suhteessa konkurssitodennékdéisyyteen.

Tutkimuksessa huomioitavat Hallituksen lakiesityksen muutosehdotukset
koskevat p#dosin rahastoista maksettavien vanhuuseldkkeiden maaraytymis-
td, joten muiden kuin vanhuuselikemenon osuus TyEL-maksusta mallinne-
taan vakiona. Kappaleessa 2 esitetdin yksinkertainen numeerisen laskentaan
soveltuva malli vanhuuselikemenon laskentaan. Kappaleessa 3 esitetdén yk-
sinkertainen malli TyEL-maksun laskentaan ja vanhuuseldkemenon rahoituk-
seen koko TyEL-jarjestelmén tasolla. Vanhuuselikemenon rahoitus perustuu
Hillin ja Pennasen [13] esittim&én laskentamalliin ja sitd tdydennetidén puut-
tuvilta osin. Kappaleessa 4 esitetdiin malli eldkejarjestelméiin vakavaraisuuden
laskentaan. Kappaleessa 5 esitetddn tutkimuksessa kiytetyt sijoitusluokat ja
sijoitusstrategiat. Kappaleessa 6 tutkitaan simuloimalla TyEL-maksua seki
nykyjarjestelméssd ettd Hallituksen lakiesityksen mukaisesta tydeldkejarjes-
telmista eri sijoitusstrategioilla ja eri oletuksilla asiakaspalautusten seka las-
kuperustekoron méiriytymisesta.



2 Vanhuuselakemeno

Koko Suomen viesté jakautuu kunakin vuonna iki- ja sukupuoliluokkiin,
joiden joukkoa merkitdan 7:114. Kunkin luokan ¢ € I viest6 jakautuu lisik-
si tilothin J = {a, v, m}, aktiivit, vanhuuseldkeldiset ja muut. Tassd aktiivit
koostuvat TyEL-sddnnosten mukaan vakuutetuista palkansaajista, vanhuuse-
lakeldisten madrd muodostuu kaikista suomalaisista vanhuuseldkeliisistd ja
muut kisittda loput Suomen viestostd. Vieston tilamallissa kidytetdan mer-
kintoja

pﬁ’j’jl = siirtymétodennikdisyys tilasta j tilaan j’ luokassa i vuonna t,
Kti’j = luokan ¢ tilan 7 koko vuonna ¢.

Luokan i € I palkkasumma lasketaan Hillin ja Pennasen [13] mukaan
kaavalla . o
P = K}"P,
miss# keskipalkkaa P} approksimoidaan

W,
P =Pj—,
t 0 WO
missd W, on ansiotasoindeksi. Kokonaispalkkasumma, P; on t&lléin
Pi=) P
i€l
TyEL-lain 4. luvun mukaan vuonna ¢ maksettavien TyEL-vanhuuseldkkeiden
méairs lasketaan B _
Fr =2 E,
il
missii E} on alkaneiden vanhuuselikkeiden méiri. Alkaneiden vanhuuselik-
keiden méiraa approksimoidaan kaavalla,

Ej =pi" EZ{s) +Y > pinieisisr,
i€l jeJ\{v}

missd 47 on TyEL 99 §mn mukainen tydelikeindeksin muutos, i muuntaa
alkavan elikkeen vastaamaan eldkkeen alkamisikdda ¢ € I TyEL 12 §n ja
TyEL 82 §:n mukaisesti, e} on luokan ¢ TyEL 64 §:n ja 73 §:n mukaan laskettu
vastaisten vanhuuselikkeiden euroméiidriinen karttuma ja df TyEL 97 §mn



mukainen palkkakerroin. Tyd6eldkeindeksi voidaan ETK:n soveltamisohjeen
[5] perusteella laskea

Ci 1 W, (1—77)
51} - 0, 8 + 07 2 ~ )
¢ Ct,Q Wt,Q(l — Tt172)

missi C; on elinkustannusindeksi ja 7; luokan i € I tydntekijin TyEL-maksu.
Palkkakerroin voidaan ETK:n soveltamisohjeen [5] perusteella laskea

Ci W (1-7)
6 =0,2 +0,8 —,
¢ Ct,Q Wt,Q(l — TZ72)

Vastaisten vanhuuseldkkeiden karttumaa approksimoidaan kaavalla

=Y, weeT +o B,
Jig' €I\ v}

missi ¢ on luokan ¢ TyEL 64 §mn mukainen elikekarttumaprosentti.
Eldkemenon mallintamisesta on erityisesti huomioitavaa, ettd toisin kuin
lakiesityksessd todetaan [8, s. 4], sijoitustuotot vaikuttavat jossain méérin eld-
keoikeuksiin TyEL-maksun kautta pienentdmalld elikkeen perusteena olevaa
palkkaa [20, 73 §] ja tdydennyskertoimia [20, 97 §,99 §]. Eldkeoikeuden riippu-
minen TyEL-maksusta tekee elikejirjestelméin numeerisesta mallintamisesta
erittdin vaikeaa ja esimerkiksi koko jarjestelmén eldkkeiden rahoitusongel-
man matemaattisen optimoinnin kiiytdnnossi mahdottomaksi (epdkonveksi-
suuden vuoksi). Ongelma poistuisi yksinkertaisesti méaarittelemalld eldkeoi-
keus riippuvaksi ainoastaan palkasta ja indekseistéd ilman tyontekijan TyEL-
maksun tasosta riippuvia vihennyksié, helpottaen olennaisesti elikemenon
numeerista mallintamista ja siten my0s elikejirjestelmén riskinhallintaa.

3 Elakkeiden rahoitus

Tassad kappaleessa esitetddn yksinkertainen malli TyEL-maksun laskentaan.
Hallituksen lakiesityksen [8] muutosehdotukset koskevat pédosin rahastois-
ta maksettavien vanhuuselikkeiden maédrdytymistéd, joten muiden kuin van-
huuseldkemenon rahoitus esitetddn yksinkertaisesti vakio-osuutena TyEL-
maksusta. Kappaleissa 3.1 ja 3.2 esitetyt mallit rahastoista maksettavalle
vanhuuselidkemenolle perustuvat Hillin ja Pennasen [13] esittdméin lasken-
tamalliin ja sitd on tdydennetty puuttuvilta osin.

TyEL-jarjestelmi on osittain rahastoitava. TyEL-lain 12. luvun mukaan
tyoeldkelaitokset kerddvit TyEL-maksun kautta elikkeiden rahastoitavat osat,



sijoittavat ne markkinoille ja maksavat alkaneiden elidkkeiden rahastoidut
osat. Loppuosan elikemenosta maksavat TyEL-jarjestelméan piiriin kuuluvat
tyontekijéit ja tyonantajat TyEL-maksun tasausosan kautta. Laskuperustei-
den [19, s. 7] mukaan TyEL-maksu jakaantuu seitseméin osaan, jotka jakau-
tuvat lisdksi ikd- ja sukupuoliluokittain. Téssd tutkimuksessa keskimaérainen
TyEL-maksu 7; jakautuu

=1 +71 71— T
missd 7, on keskimé&érdinen TyEL-maksun tasausosan kautta maksettavien
vanhuuselikkeiden osuus, 7/ keskiméériinen vanhuuselikkeiden rahastoitava
osuus, 77 sisiltid TyEL-maksun muut osat ja 7 asiakaspalautusten osuus.
Vuoden ¢t TyEL-maksun tasausosa pyritdin asettamaan vastaamaan vuo-
den t elikemenoa vihennettynd rahastoista maksetuilla eldkkeilld [8, s. 6],
joten vanhuuseldkkeen osuutta tasausosasta approksimoidaan kaavalla

missi F{ on rahastoista maksettavien vanhuuselidkkeiden méira. Kappalees-
sa 3.1 on esitetty rahastoista maksettavien vanhuuseldkkeiden laskenta ny-
kyisessd ja kappaleessa 3.2 Hallituksen esityksen mukaisessa tyoelékejirjes-
telmassa.

TyEL-maksun osa 7{ voidaan laskea Hillin ja Pennasen mukaan

i pi

- Ziejﬁtpt
g S a2
Pt )

missii #i on luokan 7 vuoden t elikemaksun vanhuuselikeosa, joka mériy-
tyy laskuperusteiden [19] kaavan (11) mukaan sosiaali- ja terveysministerién
vahvistamien kuolevuuslukujen perusteella.

TyEL-maksun osaa 7, approksimoidaan vakiolla 0,06, silld sijoitustuotot
vaikuttavat ldhinné vain vanhuuseléikeliikkeen kassavirtojen kautta TyEL-
maksuun. ETK:n laskelmassa [2, s. 38] muiden kuin vanhuus- ja lakkautetta-
van tyottomyyselikkeiden osuus tyoeldkemaksusta on noin kuusi prosenttia
palkkasummasta vuoteen 2020 asti ja vihenee siitd tasaisesti vajaaseen vii-
teen prosenttiin vuoteen 2075 mennessa.

TyEL-maksun osa 7, lasketaan

h ht—l
t 9
B



missd h;_; on asiakaspalautusten mé&drd vuonna ¢ — 1. Hallituksen lakiesi-
tyksessd on ehdotettu muutoksia asiakaspalautusten maédrdytymiseen. Kap-
paleessa 3.3 on esitetty malli asiakaspalautusten laskentaan nykyisessi ja
Hallituksen esityksen mukaisessa tyoelidkejirjestelméssa.

TyEL-maksun maksavat tyontekijit -ja antajat yhdessa. Tyontekijan osuus
TyEL-maksusta lasketaan TyEL 153 §:n mukaan

Tt = § 1952
157t

y {0&3+0ﬁ@3—&1&)_msmiﬁonﬂm5&

muuten.

3.1 Rahastoista maksettavat vanhuuseliakkeet nykyjar-
jestelmassa

Hillin ja Pennasen [13] esittdmén laskentamallin mukaan vuonna ¢ rahastoista
maksettavien vanhuuseldkkeiden mééréa voidaan laskea

— 1,0 Af
Ft *E :Kt €t

iel

missé,

Yies K7
~1—1

€1 muuten,

. {%j+00%—Ji——jmnn%oan5&
€ =

&= (1+r)é (1)

on luokan i € I keskimédrdinen rahastoitu vanhuuselike ja r, TyEL 171
§:n mukainen elidkevastuiden tidydennyskerroin. Kokooman [19, s. 5] mukaan
tdydennyskerroin voidaan laskea

re=ry +7, (2)
missé r; on laskuperustekoron ja r? vuosille 2003-2013 sovitun lisdrahas-
toinnin [21] ja yli 53-vuotialta perittdvin korotetun TyEL-maksun mukaan
madrdytyvi tdydennys vuonna ¢. Lakiesityksen [8, s. 5] mukaan vastuuvelkaa
kattaville varoille saatavat sijoitustuotot kdytetdin kolmen prosentin tason
ylittavilta osalta laskuperustekorkoon asti vanhuuseldkkeiden rahastoitujen
osien tdydennyksiin, joten laskuperustekoron mukaan méardytyvia téyden-
nystd voidaan approksimoida

. (7 —0,03)L;—y
t Lt )

(3)



missd 7; on laskuperustekorko, L;_; eldkkeiden rahastoitujen osien vastuu-
velka vuonna t — 1 ja L, vanhuuselikkeiden rahastoitujen osien vastuuvelka
ennen tdydennyksid vuonna ¢. Talloin vastuuvelan nousu on yhtésuuri kuin
laskuperustekoron mukainen tuottovaatimus. Vastuuvelka ja vanhuuselikkei-
den vastuuvelka ennen tdydennyksid lasketaan Hillin ja Pennasen esittdmilla
kaavoilla. Laskuperustekorko voidaan lausua niin sanotun Rantalan kaavan
[10, 5.22] perusteella

#, = max(0, 006 + 0,25,_1;0,03), (4)

missd S; 1 on eldkejirjestelmin keskiméirdinen vakavaraisuusaste vuonna
t—1.

Lisirahastoinnin mukainen téydennys 72 voidaan laskea Hillin ja Penna-
sen mukaan

t — Ty
Ly

missd ; madrdd vuoden ¢ lisdrahastoinnin osuuden palkkasummasta.

P,
2 Vel (5)

3.2 Rahastoista maksettavat vanhuuselikkeet lakiesityk-
sen mukaisessa jirjestelmissi

Eldkeneuvotteluryhmén raporttiin [4] pohjautuvassa Hallituksen esitykses-
sd Eduskunnalle [8] esitetdéin useita muutosehdotuksia tydeldkejirjestelmén
sdannoksiin, joista tdssé tarkastellaan vain elikkeiden rahastoitujen osien las-
kentaan vaikuttavia ehdotuksia. Taté kirjoitettaessa virallisia laskuperusteita
ei ollut saatavilla.

Lakiesityksen 168 § sisdltdd uuden osaketuottosidonnainen vastuuvelan
osan L7, jolloin eldkelaitosten vastuuvelkaa L, approksimoidaan Hillin ja Pen-
nasen mukaan R .

Li=Li+ Le+ LY + 1y,

missi L; on rahastoitujen vanhuuselikkeiden, L; rahastoitujen tk-elikkeiden
ja 1; muiden rahastoitujen eldkkeiden vastuuvelka.

Lakiesityksen 171 §:n mukaan vanhuuseldkkeiden tiydennykset voitaisiin
kohdistaa eri suuruisina eri ikdluokille. Lakiesityksen perusteluissa on esitetty
tdydennyksien kohdistamista kokonaisuudessaan yli 55 vuotiaiden alkaneisiin
ja vastaisiin eldkkeisiin [8, s. 17]. Lakiesityksen 171 §:n mukaan osaketuot-
tosidonnaisen vastuuvelan ollessa jirjestelmitasolla yli 5%:a vastuuvelasta,
ylitykset siirretdén rahastoitujen vanhuuseldkkeiden tdydennyksiin. Talloin



kaava (1) korvattaisiin kaavalla

(671 40,005 jos in iki on alle 55,
é; = _ Yies K
e 1 muuten,
Ny é jos in ikd on alle 55,
& = ,
¢ (1+r)é: muuten,
. el jos in ikd on alle 55,
g=90 (6)
é;(1+r)) muuten.

missil 77 on osaketuottosidonnaisen vastuuvelan perusteella méiriytyvi tiy-

dennys.

Lakiesitys sisiltdd myos muutoksen laskuperustekoron mukaiseen van-
huuselakkeiden tidydennykseen, jonka mukaan 90% vanhuuselikkeiden téy-
dennyksistd madrdytyisi laskuperustekoron perusteella [8, s. 10]. Tall6in kaa-
va (3) korvataan kaavalla

. max((0,97, —0,03);0)(Li—1 — LY_,)
= I ,

(7)

missi Lt55 vanhuuseldkkeiden rahastoitujen osien vastuuvelka 55 vuotta tayt-
tineille ennen tdydennyksid, joka voidaan laskea Hillin ja Pennasen esitté-
mailld kaavalla. Lakiesitys sisdltds myos muutoksen laskuperustekoron kaavan
parametreihin [8, s. 10], jolloin kaava (4) korvataan kaavalla

7 = max(0,25;_1;0,03).

Tissd myos lisirahastoinnin mukainen téiydennys r? kohdistetaan 55 vuot-
ta tdyttaneille ja lasketaan kaavan (5) sijaan Hillin ja Pennasen esittdmalld

kaavalla
2 _ Vel
t L?5 .
Osaketuottosidonnaisen vastuuvelan mukainen tiydennyskerroin voidaan
lausua
5 _ max(—17;0)
ry = 75

missd [ on siirto osaketuottosidonnaisesta vastuuvelasta ja

755 6] 170 N
Ly = E E 0" Ky ey

ield5 jeJ

bl



on vanhuuselidkkeiden rahastoitujen osien vastuuvelka 55 vuotta tayttineil-
le ennen osatuottosidonnaisen vastuuvelan mukaisia tdydennyksi. I°° on 55
vuotta tiyttineiden ikii- ja sukupuoliluokkien joukko ja parametri 6%/ on
laskettu sosiaali- ja terveysministerion vahvistamien kuolevuuslukujen pe-
rusteella. Siirto riippuu osaketuottosidonnainen vastuuvelan ja varsinaisen
vastuuvelan suhteesta. Lakiesityksen perusteluiden [8, s. 17] mukaan osake-
tuottosidonnaisen vastuuvelan muutos lasketaan kertomalla varsinaisen vas-
tuuvelan kymmenesosaa tyodelidkelaitosten osakesijoitusten painotetulla kes-
kituottoprosentilla vihennettynd yhdelld prosenttiyksikolld. Osaketuottosi-
donnaista vastuuvelkaa approksimoidaan !

Ly = L+ (0,97 +0,1(ry — 0,01))Lg_; +
(0,97, 4+ 0,1(r¢ — 0,01) — max(0, 974 0,03))(Ls—y — LY_,),

missi L¢ on osaketuottosidonnainen vastuuvelka ennen siirtoja ja ¢ on
tydeldkelaitosten osakesijoitusten painotettu keskituotto. Toisin sanoen, ko-
ko vastuuvelan L, katteena olevalle varallisuudelle lasketaan tuottovaatimus
0,97, + 0,1(r? — 0,01), josta osa menee suoraan kaavan (7) mukaisesti van-
huuseldkkeiden tdydennyksiin ja loput osaketuottosidonnaiseen vastuuvel-
kaan kuitenkin siten, ettd vanhuuselidkkeiden tdydennys on aina vdhintdin
3% lakiesityksen [8, s. 10] mukaisesti. Osaketuottosidonnaisen vastuuvelan ja
vastuuvelan suhde saa vaihdella -10%:n ja 5%:n vililla [8, 168 §, 171 §], joten
osakesidonnainen vastuuvelka ja siirto voidaan lausua

Lo =LY +1°

missé
—1,1L¢ —0,1L,  jos LY < —0,1L,
I7 =9 —0,95L¢ +0,05L; jos L >0,05L;
0 muuten.

Hallituksen lakiesityksen mukainen jérjestelmé olisi tarkoitus ottaa kiyt-
t66n viiden vuoden siirtyméaikana [8, s. 1], mutta sitd ei huomioida tissi,
silld tarkoitus on vertailla eldkejérjestelmid.

3.3 Asiakaspalautukset

Tyoelidkelaitokset voivat jakaa osan varoistaan maksun palautuksina takai-
sin TyEL-maksun maksajille. Nykyisessi jirjestelmissi asiakaspalautusten

I Antero Ranteen ehdotus
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méaérs riippuu yhteisomuodon lisdksi toimintapddoman ja vakavaraisuusra-
jan suhteesta. Asiakaspalautusten méédraan voidaan vaikuttaa vakavaraisuus-
rajaa alentamalla. Tassd raportissa asiakaspalautusten mairda nykyisessa
elakejirjestelméassd approksimoidaan kuitenkin vain keskimaardisestd vaka-
varaisuusasteesta riippuvalla kaavalla

b amax(U; — 0,12L,;0) jos Uy — 4V, — «(U; — 0,12L;) < 0
L U; — 4V, muuten,

missd U; on eldkelaitoksen toimintapdioma, vakavaraisuusraja V; lasketaan
Sosiaali- ja terveysministerion asetuksen [16] mukaan ja o méairdd makset-
tavan osuuden. Jatkossa o = 0,03 ellei toisin mainita. Asiakaspalautuksina
maksetaan siis 3%:a toimintapidiomasta vakavaraisuusasteen 12%:a ylitté-
valta osalta. Lisdksi palautuksina maksetaan toimintapdfdoman neljan kertaa
vakavaraisuusrajan ylittdvi osa kuten nykysdinnokset edellyttavit [4, s. 59).

Eldkeneuvotteluryhmé ehdottaa, ettd tydeldkeyhtioilla asiakaspalautus-
ten sallittu enimméismadra olisi vakavaraisuusrajasta riippumaton [4, s. 56].
Lisdksi eldkeneuvotteluryhmé ehdottaa, ettd toimintapddoman ja vakava-
raisuusrajan suhteen ylityksen mukaiset palautukset tehtdisiin vasta ylityk-
sen jatkuessa pidempéin kuin yhden vuoden ja ettd palautukset jaettaisiin
useammalle vuodelle [4, s. 59]. Lakiesityksen 18 §:n mukaista asiakaspalau-
tusten madriaa approksimoidaan keskiméariisestd vakavaraisuusasteesta riip-
puvalla kaavalla,

amax(U; — 0,15L;;0)  jos Uy_y — 4V, < 0 tai
ht = Ut - 4‘/;5 — Oé(Ut — O, 15Lt) <0 (8)
%(Ut —4V)) muuten,

missd vakavaraisuusraja V; lasketaan Hallituksen lakiesityksen [9] 10 §:n mu-
kaan. Palautuksina maksetaan siis 3%:a toimintapifiomasta vakavaraisuusas-
teen 15%:a ylittéviltd osalta. Lisiksi vakavaraisuusrajan mukaisten ylitysten
palautuksina maksetaan kolmasosa toimintapdioman neljin kertaa vakava-
raisuusrajan ylittdvé osa mikéli toimintapddoma on yli nelji kertaa suurempi
kuin vakavaraisuusraja vihintdin toista vuotta perdkkiin.
Nykyjérjestelméssi maksetaan palautuksia vakavaraisuusasteen 12%:a ylit-

tavaltd osalta ja lakiesityksen mukaisessa jirjestelmissi 15%:a ylittavalta
osalta, koska valittujen vakavaraisuusasteiden kohdalla laskuperustekorko al-
kaa kasvaa asianomaisissa jérjestelmissi. Palautuksia ei siis makseta ellei
samalla tehdd vakavaraisuusasteen perusteella tdydennyksid rahastoituihin
vanhuuselidkkeisiin. Asiakaspalautusten virallista kaavaa ei ollut médritelty
téatd kirjoitettaessa. Hallituksen lakiesityksen [8, 18 §] mukaan tydelikeyh-
ti6t voisivat maksaa asiakaspalautuksia vakavaraisuusrajalle asti, mutta tata
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kirjoitettaessa oli epéselvai, ovatko tydeliakeyhtididen asiakassiirrot vapaaeh-
toisia kuten nykyisin vaiko pakollisia.

4 Vakavaraisuus

Tyoelikelaitosten sijoitustoimintaa koskevat monet sdinnokset, joiden nou-
dattamista valvoo Vakuutusvalvontavirasto [15, 2 §|. Tydelikelaitoksen on
katettava aktuaarisesti mééritelty vastuuvelkansa sijoituksillaan. Tyoelike-
laitosten keskiméirdinen vakavaraisuusaste lasketaan kaavalla
U,
St = _ta

Ly
misséi

U= wy — Ly,

on toimintapddoma ja w; on eldkelaitoksen sijoitusten arvo.

Elidkeneuvotteluryhmé esittdd muutoksia tydeldkelaitosten konkurssira-
jaan, joka on nykyisin kiytannossd kolmasosa vakavaraisuusrajasta [4, s. 61].
Téssd raportissa kiytetddn kahta konkurssirajaa. Ensimmaéisessi eldkelaitos
on konkurssissa mikéli sen toimintapddoma on alle kolmasosan vakavarai-
suusrajasta vihintddn kerran tarkasteluhorisontin aikana. Vakavaraisuusraja
lasketaan nykyisessd jirjestelméssi asetuksen [16] ja uudessa jirjestelméssi
lakiesityksen [9] 10 §:n kaavan ja parametrien mukaan. Vakavaraisuusrajaan
perustuva konkurssitodennékéisyys lasketaan kaavalla

1
P(B %) =PU < th vihintdédn kerran laskentahorisontin aikana).

Toisessa konkurssimédritelméssa eldkelaitos on konkurssissa, mikili sen toi-
mintapdioma on negatiivinen vihintdan kerran tarkasteluhorisontin aikana.
Konkurssitodennékoisyys lasketaan kaavalla

P(B") = P(U; < 0 vihintééin kerran laskentahorisontin aikana).

Laskelmissa elékelaitos jatkaa toimintaansa konkurssista huolimatta.

5 Sijoitusstrategiat

Tyoelikelaitosten sijoitusmahdollisuuksia approksimoidaan seitsemaélld sijoi-
tusluokalla: Iyhyen ja pitkén koron sijoituksilla, suomalaisten, eurooppalais-
ten, amerikkalaisten ja aasialaisten osakkeiden sekd suomalaisten kiinteisto-
jen kokonaistuottoindeksilld. Merkitddn vastaavaa sijoitusmahdollisuuksien
joukkoa A = {si,bi, fi,eu, us, as, pi}.
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Tyoeldkelaitosten sijoitusstrategiat vaikuttavat huomattavasti niiden saa-
miin sijoitustuottoihin. Téssd raportissa sijoitustoimintaa approksimoidaan
kahdentyyppisilld sijoitusstrategioilla. Pitkin aikavilin sijoitussuunnittelus-
sa ja tutkimuksessa kdytetyin sijoitusstrategia on luultavasti kiintedn sijoi-
tusallokaation strategia (Fixed-Mix, FM), jossa sijoitusallokaatiot péivite-
tddn médrdajoin kiinteisiin sijoitusosuuksiin koko portfolion arvosta. Usein
on kuitenkin 16ydettévissd parempia sijoitusstrategioita kuin staattinen kiin-
tedn sijoitusallokaation strategia; katso esimerkiksi |7, 12]. Toisena sijoitus-
strategiana kiytetdsan Blackin ja Jonesin [3] sekd Peroldin ja Sharpen [18] esit-
tdméa paatossadntod, jossa riskillisten sijoitusten suhteellista osuutta koko
portfolion arvosta kasvatetaan jirjestelmén keskiméirdisen vakavaraisuusas-
teen kasvaessa ja péinvastoin (Dynamic Portfolio Insurance, DPI). Témén
tutkimuksen dynaamisissa sijoitusstrategioissa lyhyeen korkoon ja kiinteis-
t6ihin sijoitetaan aina kiinted osuus portfolion arvosta kuten kiinteén sijoi-
tusallokaation strategiassa. Kaikkiin osakkeisiin sijoitetaan suhteessa yhta
paljon, jolloin niiden osuus portfoliosta voidaan lausua

wi = max(bl;mln(bU;ASt)) Vj € {fi, e, us, as},
toisin sanoen kaikkiin osakkeisiin sijoitetaan suhteessa yhtd paljon ja osakkei-
den yhteenlaskettu paino salkussa vaihtelee alarajan b ja ylirajan b* valilla
riippuen jarjestelmén keskiméariisestd vakavaraisuusasteesta ja parametrista
A. Pitkéin koron sijoitusten osuus voidaan télldin lausua

wf =100 — Y wl.

jeA\{bi}

Tassd tutkimuksessa sijoitusportfolio paivitetddn kerran vuodessa kaikissa
sijoitusstrategioissa.

Sijoitustuottojen sekid ansiotaso- ja elinkustannusindeksien stokastiikka
kuvataan Hilli et al. [11] esittdmélla aikasarjamallilla. Se on pé#piirteissdin
samankaltainen kuin Koivu et al. [14] esittimé stokastinen malli tydeldke-
laitoksille, mutta Hilli et al. mallissa on useampi osakesijoitusluokka seki
elikemenon laskennassa tarvittava elinkustannusindeksi. Stokastiikan mal-
li poikkeaa olennaisesti eldkeneuvotteluryhmén laskelmissa kiytetystd, jossa
eri sijoitusluokkien stokastiikka on mallinnettu toisistaan riippumattomilla
malleilla. Eldkeneuvotteluryhmén laskelmissa kiytetty sijoitustuottomalli on
kuvattu Heikkildn SHV-ty6ssd [10] [4, s. 82]. Hilli et al. esittdmé&ssd aikasarja-
mallissa stokastiikka kuvataan perustuen Nobel-palkittujen Englen ja Gran-
gerin [6] yhteisintegroituvuusmalliin. Mallilla voidaan kuvata stokastisten te-
kijoiden pitkin aikavilin relaatioita, kuten esimerkiksi korkojen keskiarvoha-
kuisuutta, osakkeiden pitkin aikavilin odotettuja tuottoja, inflaation pitkéin
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aikaviilin odotusarvoa ja niin edelleen. Malliin on myos lisdtty asiantuntijain-
formaatiota Koivu et al. esittdmalla tavalla. Mallissa tuotot ovat lognormaa-
lisesti jakautuneita kun taas elikeneuvotteluryhmén laskelmissa tuotot ovat
normaalijakautuneita [4, s. 83]. Normaalijakaumaoletuksesta seuraa, ettd il-
man lisdrajoitteita osakeindeksit tai korot voisivat saada negatiivisia arvoja.
Lisdrajoitteista saattaa seurata esimerkiksi positiivisen todennékodisyysmas-
san kerdadntyminen poikkeaviin pisteisiin.

6 Tulokset

Edelld kuvatulla mallilla simuloitiin yksityisen sektorin vanhuuselikemenoa
sekd sen rahoitusta vuosille 2005-2034 olettaen, ettd kaikki varat olisi sijoitet-
tu yhteen tydelikeyhtioon. Simuloinneissa kiiytettiin ETK:n [2] determinis-
tistd viestomallia silld erotuksella, etté laskennan yksinkertaistamiseksi kaik-
kien oletetaan jadvin vanhuuselikkeelle 65 vuotiaina lukuunottamatta tyoky-
vyttomyyseldkeldisid, jotka jaavat vanhuuseldkkeelle 63 vuotiaina. Viesto- ja
tilamallit sekd niihin liittyva epdvarmuus vaikuttavat tuloksiin pitkalla aika-
valilld [2, s. 49] [17], mutta tdhan tutkimukseen soveltuvaa stokastista viesto-
tai tilamallia ei ole saatavilla (katso esim. [1] ja sen viitteet).

Alkaneiden ja vastaisten vanhuuselikkeiden karttumat E° ja ¢’ saatiin
ETK:sta. Rahastoista maksettava vanhuuselikemeno seké rahastoitujen osien
elikevastuu laskettiin Hillin ja Pennasen [13] esittdmélld mallilla ja vastaavil-
la ETK:n ldhtotiedoilla. Kuvassa 1 on esitetty 90%-luottamusvéli ja mediaani
vanhuuselikemenolle suhteessa palkkasummaan vuosille 2005-2034 kun kéy-
tetdsin mydhemmin méiiriteltivii sijoitusstrategiaa FM!. Sijoitusstrategian
vaikutus elikemenoon tarkastellulla aikavilill& on pieni.

Sijoitusportfolion alkuarvona wsys kiytettiin vuoden 2004 lopun yksityi-
sen sektorin tyoeldkelaitosten sijoitusvarallisuutta, 64,1 miljardia € (http:
\\www.tela.fi). Lahtohetken vakavaraisuusaste on 22,8%:a, miki on 1,8%:a
korkeampi kuin eldkeneuvotteluryhmén laskelmissa kiyttdma ldhtoarvo [4,
s. 83]. Sijoitusstrategiana F'M* kiytetiiéin kiinteéin sijoitusallokaation strate-
giaa, jossa on kiytetty taulukon 1 mukaisia sijoitusosuuksia. Lyhyen koron ja
kiinteistjen sijoitusosuudet vastaavat elikeneuvotteluryhmén [4, s. 82] las-
kelmissa kiyttdmid osuuksia. My6s osakkeiden yhteenlaskettu osuus vastaa
elikeneuvotteluryhmin [4, s. 84] peruslaskelmassa kiyttamia osuuksia, olet-
taen ettd osakesijoitusten osuudet ovat yhtésuuria. Jéljelle jadva varallisuus
sijoitetaan pitkdiin korkoon. Sijoitusstrategiana DPI' kilytetdsin dynaamista
sijoitusstrategiaa, joka méaarittyy taulukon 2 parametrien mukaan. Tallin
osakkeiden osuus vaihtelee vélilla 10%-35% ja pitkéin koron sijoitusosuus vé-
1ill4 44%-69% riippuen jérjestelmén keskiméairiisests vakavaraisuusasteesta.
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Kuva 1: Mediaani ja 90%-luottamusvili TyEL-vanhuuselikemenolle suhtees-
sa palkkasummaan.

Taulukko 1: Sijoitusstrategian FM' sijoitusosuudet.

Lyhyt korko wt = 8%,
pitké korko wy’ = 59%,
suomalaiset osakkeet wi’ = 5%,

eurooppalaiset osakkeet wf* = 5%,
amerikkalaiset osakkeet w!* = 5%,
aasialaiset osakkeet wes = 5%,
kiinteistot w = 13%.

Koska A = 1 niin osakesijoitusten osuus on tdsmaélleen yhtdsuuri kuin vakava-
raisuusaste. Elikeneuvotteluryhman mukaan osakesijoitusten osuus on ollut
viime vuosina lievisti suurempi kuin vakavaraisuusaste [4, s. 33].

6.1 Nykyjirjestelma

Kuvassa 2 on esitetty TyEL-maksun mediaani ja 90% luottamusvéli vuosille
2005-2034 molemmille sijoitusstrategioille. Vuosien 2003-2013 lisdrahastointi
[21] oletetaan tehtédvin nostamalla TyEL-maksua, miki nikyy selvind mak-
sun nousuna vuoteen 2013 asti. TyEL-maksun jakauma on vino ja hajonta
huomattavan suurta, joten pelkki odotusarvon ja hajonnan tarkastelu ei an-
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Taulukko 2: Sijoitusstrategian DPI' parametrit.

Lyhyt korko wt = 8%,
kiinteistét wh = 13%,
osakkeiden minimiosuus b = 10%,
osakkeiden maksimiosuus  b* = 35%),
riskiparametri A=1,0.

na riittivii kuvaa TyEL-maksun kehityksestd. TyEL-maksun mediaani on
lievisti korkeampi kuin TyEL-maksu ETK:n deterministisessii laskelmassa,
jossa maksu on 23,6%:a vuonna 2015 ja 27,7%:a palkkasummasta vuonna
2035 [2, s.74],[4, s. 19-20]. Tdssd TyEL-maksun mediaani on 24,8%:a vuonna
2015 ja 28,6%:a palkkasummasta vuonna 2034 sijoitusstrategialla FM'. Vas-
taavat TyEL-maksun keskiarvot ovat 24,2%:a vuonna 2015 ja 27,5%:a vuon-
na 2034. Staattisella strategialla F'A/' TyEL-maksun luottamusvilin alaraja
on selkedisti heikompi kuin dynaamisella strategialla DPI!, jossa osakkeiden
paino kasvaa vakavaraisuusasteen kasvaessa. TyEL-maksu laskee huomatta-
van matalaksi 1dhinnd poikkeuksellisen suurten maksun palautusten takia,
joita on myds elikeneuvotteluryhmén laskelmissa. Alaraja on 5%-kvantiili
kullekin vuodelle 2005-2034, ei yksittdinen simulaatio jossa TyEL-maksu ke-
hittyisi alarajan mukaisesti. Mediaanissa ei juurikaan ole eroa sijoitusstra-
tegioiden vililld. Luottamusvélin yliraja (95%-kvantiili) on lieviisti alempi
dynaamisen strategian siirtiessd varoja pois osakkeista vakavaraisuusasteen
laskiessa.

Kuvassa 3 on esitetty mediaani ja 90% luottamusvéli palautuksille suh-
teessa palkkasummaan molemmille sijoitusstrategioille. Nykyinen kiytanto
johtaa pienelld todennékéisyydelld huomattavan suuriin palautuksiin, kos-
ka toimintapdfoman ollessa yli neljd kertaa suurempi kuin vakavaraisuus-
raja, koko ylitys palautetaan maksun alennuksina vilittomaésti. Sama ilmi6
on myos elikeneuvotteluryhmin laskelmissa, jossa tuli keskim#irin yli 5%
palkkasumman suuruisia palautuksia noin kerran 5-10 vuodessa [4, s. 59] [8,
s. 15].

Kuvassa 4 on esitetty vastaavasti jirjestelmén keskiméirdisen vakava-
raisuusasteen mediaani ja 90% luottamusvili. Strategialla F'M' vakavarai-
suusasteen luottamusvilin alaraja on ajanhetkestd riippuen noin 0,5-1%:a
heikompi kuin dynaamisella strategialla DPI*, toisin sanoen lieviisti alempi
TyEL-maksun yliraja saadaan lievisti alemman vakavaraisuusaseman alara-
jan kustannuksella. Mediaani noin 1-2%:a korkeampi strategialla F'M! kuin
strategialla DPI!, koska dynaaminen strategia DPI' muuttaa osakesijoitus-
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Kuva 2: Mediaani ja 90%-luottamusvili TyEL-maksulle.

Palautukset suhteessa palkkasummaan

o I L L L L
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Kuva 3: Mediaani ja 90%-luottamusvéli palautuksille.

ten osuutta vakavaraisuusasteen mukaan. Luottamusvélin yldraja madraytyy
suuressa méidrin sijoitusstrategiasta riippuvan vakavaraisuusrajan mukaan,
joten strategialla DPI' piiistiin hieman korkeampaan vakavaraisuusastee-
seen kuin strategialla F'M*.

Kuvassa 5 on esitetty mediaani ja 90%:n luottamusvili jéirjestelmin ra-
hastoitujen osien vastuuvelalle suhteessa palkkasummaan. Mediaani (vuonna
2034 noin 1,8 sijoitusstrategiasta riippuen) on samansuuntainen kuin ETK:n
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Kuva 4: Mediaani ja 90%-luottamusvilli TyEL-jéirjestelmén keskiméiriiselle
vakavaraisuusasteelle.

deterministisessa laskelmassa, jossa vuoden 2035 vastuuvelka suhteessa palk-
kasummaan on 1,9 [2, s. 74]. Mediaani ja luottamusvilin alaraja ovat lievésti
suuremmat staattisella strategialla F'M?' kuin strategialla DPI', koska dy-
naamisen strategian tuotot pienenevit osakkeiden osuuden pienentyessa va-
kavaraisuusasteen laskiessa. Yldrajassa eroa ei juurikaan synny dynaamisen
strategian lisitessa osakesijoitusten osuutta vakavaraisuusasteen kasvaessa.

6.2 Hallituksen lakiesitys

Kuvassa 6 on esitetty TyEL-maksun mediaani ja 90% luottamusvili nyky-
jarjestelmén (nyky) ja Hallituksen esityksen mukaisessa jérjestelméssa (uusi)
kun kiiytetiifin sijoitusstrategiaa F M. TyEL-maksun luottamusvilin ylira-
jaan ei juurikaan vaikuta. TyEL-maksun mediaani uudessa jirjestelméssa
on ajanhetkestd riippuen noin 0-0,8%:a alempi kuin nykyjéirjestelméassi. Sen
sijaan TyEL-maksun luottamusvélin alaraja on ajanhetkesté riippuen noin
0% - 3%:a alempi nykyjirjestelméssid kuin uudessa jarjestelmissd. Uudes-
sa jarjestelméssd toimintapddoman ollessa yli neljad kertaa suurempi kuin
vakavaraisuusraja, ylitykset jaksotetaan useammalle vuodelle kun taas nyky-
jirjestelméssa ylitykset maksetaan kerralla pois.

Kuvassa 7 on esitetty TyEL-maksun mediaani ja 90% luottamusvalit ny-
kyjirjestelmén ja Hallituksen esityksen mukaisessa jirjestelméssé sijoitus-
strategialle DPI'. TyEL-maksun luottamusvilin ja mediaanin suhteen muu-
tokset ovat lieviisti suurempia kuin staattisella sijoitusstrategialla F'M?!, kos-
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Kuva 5: Mediaani ja 90%-luottamusvili TyEL-jirjestelméin vastuuvelalle suh-
teessa palkkasummaan.
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Kuva 6: Mediaani ja 90%-luottamusvilit eldkejirjestelmien TyEL-maksulle
sijoitusstrategialla FM!.

ka dynaaminen strategia reagoi muuttuneeseen toimintapdfioman madrain.
Mediaani on ajanhetkesti riippuen 0-1,8%:a alempi uudessa kuin nykyises-
sé jarjestelméssd. Tassd saatu TyEL-maksun vaihteluvili on huomattavasti
suurempi kuin lakiesityksen yleisperusteluissa esitetty TyEL-maksun herk-
kyysanalyysin mukainen vaihteluvali 25,5-28% [8, s. 9]. Herkkyysanalyysin
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vaihteluvéli on vihan pienempi kuin 50%-luottamusvili, joka on esitetty ku-
vassa 8. Herkkyysanalyysissi ei ole huomioitu sijoitustuottojen stokastiikkaa.
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Kuva 7: Mediaani ja 90%-luottamusvélit elikejirjestelmien TyEL-maksulle
sijoitusstrategialla DPI!.
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Kuva 8: Mediaani ja 50%-luottamusvéli uuden elikejirjestelmén TyEL-
maksulle sijoitusstrategialla DPIL.

Kuvissa 9 ja 10 on esitetty mediaani ja 90% luottamusvili palautuksil-
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le suhteessa palkkasummaan molemmissa jirjestelmissd. Uudessa jérjestel-
méssd huomattavan suurten palautusten méaars vihenee, mutta ne voivat ol-
la pienelld todenndkéisyydelld varsin suuria edelleenkin. Kuten myShemmin
ndhdain, uudessa jarjestelmissa toimintapddoman méaira vaihtelee enemmain
kuin vanhassa jarjestelmissd, erityisesti kun osakkeiden sijoitusosuutta kas-
vatetaan. Vastaavasti esimerkiksi laskuperustekorkoa ei voida nostaa kuin
korkeintaan yhden prosentin vuodessa [4, s. 99], jolloin tuotot eivét véltta-
méttd ohjaudu kovinkaan nopeasti rahastojen tiydennyksiin vaan maksetaan
asiakaspalautuksina takaisin. Ongelmana on my6s yldrajan riippuminen va-
kavaraisuusrajasta, jota voidaan muuttaa sijoitusstrategialla suurten palau-
tusten maksamiseksi.

EMY, (nyky)
FM~™ (uusi)

suhteessa

Kuva 9: Mediaani ja 90%-luottamusvili palautuksille sijoitusstrategialla
FM*.

Kuvassa 11 on esitetty molempien jirjestelmien vakavaraisuusasteen me-
diaanit ja 90% luottamusvilit kun kiytetiifin sijoitusstrategiaa FM®'. Ero
nykyisen ja uuden jirjestelmén vililld on huomattava, ajanhetkesté riippuen
vakavaraisuusaste on 3-5%:a korkeampi uudessa kuin nykyisessi jérjestel-
méssd osaketuottosidonnaisen vastuuvelan osan ja muuttuneen tuottovaati-
muksen vaikuttaessa vastuuvelan méairdin. Kuvassa 12 on molempien jérjes-
telmien keskimé#ériisen vakavaraisuusasteen mediaanit ja 90% luottamusvalit
kun kilytetiifin sijoitusstrategiaa DPI' ja tulokset ovat samansuuntaisia kuin
sijoitusstrategialla F'M*. Yliraja on kuitenkin huomattavasti viel korkeam-
malla, koska vakavaraisuusraja nousee osakesijoitusten kasvaessa ja vakava-
raisuusrajan nelinkertaisia ylityksié ei tarvitse maksaa valittomasti asiakas-
palautuksina. Vakavaraisuusasteen kasvu oli yksi eldkeuudistuksen tavoitteis-
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Kuva 10: Mediaani ja 90%-luottamusvili palautuksille sijoitusstrategialla
DPI.

ta [8, s. 12], mutta pitkélld aikavililli nousu on suurempi kuin lakiesityksen
esittama 2%:n kasvu viidessd vuodessa. Kasvu riippuu kuitenkin huomatta-
vasti sijoitusstrategiasta. Vakavaraisuusasteen jakauma on myos hyvin vino,
joten pelkkd odotusarvon tarkastelu ei ole riittévaa.
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Kuva 11: Mediaani ja 90%-luottamusvilit elakejarjestelmien vakavaraisuusas-
teelle sijoitusstrategialla, F M.
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Kuva 12: Mediaani ja 90%-luottamusvilit elikejéirjestelmien vakavaraisuusas-
teelle sijoitusstrategialla DPI!.

Kuvassa 13 on esitetty molempien jirjestelmien rahastoitujen elikkeiden
vastuuvelan (L, nykyisessd ja L, — LY uudessa jirjestelmissd) mediaanit ja
90% luottamusvilit kun kiiytetiin sijoitusstrategiaa F'M!. Uudessa jirjestel-
massd elikkeiden rahastoituja osia tdydennetddn hitaammin, koska osa tuo-
toista on siirretty osaketuottosidonnaiseen vastuuvelkaan. Mikéli eldkelaitos
kayttas kiintedn sijoitusallokaation strategiaa eikd muuta strategiaansa, elé-
kelaitos maksaa uudessa jirjestelméssd vihemmaéan vanhuuseldkkeitd rahas-
toitujen osien kautta kuin nykyisessé jarjestelméssa tarkastellulla aikavalilla.
Kuvassa 14 on esitetty molempien jirjestelmien rahastoitujen elikkeiden vas-
tuuvelan mediaanit ja 90% luottamusvilit kun kdytetdin sijoitusstrategiaa
DPI'. Dynaaminen strategia lisdi osakesijoitusten osuutta vakavaraisuusas-
teen kasvaessa, mikd ndkyy uudessa jarjestelméssd korkeampina elikkeiden
rahastoitujen osien tdydennyksind hyvien sijoitustuottojen tapauksessa.

6.3 Hallituksen lakiesitys suuremmilla osakepainoilla

Kappaleissa 6.1 ja 6.2 on tarkasteltu nykyistd ja Hallituksen esityksen mu-
kaista jirjestelmad kiyttden samoja sijoitusstrategioita. Yksi lakiesityksen
tavoitteista on lisitd osakesijoitusten osuutta sijoitusportfoliossa. Esityksen
mukaan sijoitusosuutta voitaisiin nostaa nykyisestd noin 10%:a seuraavan
viiden vuoden kuluessa [8, s. 9], nykyistd ei esityksessd ole médritelty. Maa-
ritelliin kiintesin sijoitusallokaation sijoitusstrategia F'M? taulukon 3 para-
metrien mukaan, missi osakesijoitusten yhteenlaskettua osuutta on lisétty
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Kuva 13: Mediaani ja 90%-luottamusvélit jirjestelmien rahastoitujen elik-
keiden vastuuvelalle suhteessa palkkasummaan sijoitusstrategialla F'M?.
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Kuva 14: Mediaani ja 90%-luottamusvélit jirjestelmien rahastoitujen elik-
keiden vastuuvelalle suhteessa palkkasummaan sijoitusstrategialla DPI*.

10%:1la strategiaan FM?' verrattuna ja vastaavasti vilhennetty pitkin koron
sijoitusten osuutta 10%:a. Mééritelliin vastaavasti enemmén osakkeisiin si-
joittava dynaaminen sijoitusstrategia DPI? taulukon 4 mukaan, jossa para-
metria \ on kasvatettu siten, ettd osakkeisiin sijoitetaan 1,2 kertaa vakava-
raisuusaste annettujen rajojen sisalla.
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Taulukko 3: Sijoitusstrategian F'M? sijoitusosuudet.

Lyhyt korko wit = 8%,
pitki korko w? = 49%,
suomalaiset osakkeet w,{ ' = 7.5%,

eurooppalaiset osakkeet w* = 7,5%,
amerikkalaiset osakkeet w}* = 7,5%,
aasialaiset osakkeet w = 7,5%,
kiinteistot w” = 13%.

Taulukko 4: Sijoitusstrategian DPI? parametrit.

Lyhyt korko wst = 8%,
kiinteistot w?” = 13%,
osakkeiden minimiosuus b= 10%,
osakkeiden maksimiosuus  b* = 35%),
riskiparametri A =12

Kuvassa 15 on esitetty mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden elikejér-
jestelmin TyEL-maksulle sijoitusstrategioilla FM?' ja FM?. Luottamusvi-
lin yldrajaan osakkeiden osuuden lisdys ei juurikaan vaikuta, mutta TyEL-
maksun mediaani putoaa ajanhetkesti riippuen 0-1,5%:a. Nykyjirjestelmin
TyEL-maksuun strategialla F'M! (kuva 2) mediaanin ero on 0-2,3%:a ajan-
hetkesta riippuen. Luottamusvélin alarajaan muutos vaikuttaa huomattavas-
ti hyvien sijoitustuottojen johtaessa ajoittain suuriin asiakaspalautuksiin.

Kuvassa 16 on esitetty mediaani ja 90%-luottamusvilit uuden elikejirjes-
telmiin vakavaraisuusasteelle sijoitusstrategialla F'M?2. Luottamusvilit ovat
huomattavasti suuremmat osakepainotteisemmalla sijoitusstrategialla F M2,
matalammat TyEL-maksut saavutetaan siis suuremmalla riskill&.

Kuvassa 17 on esitetty mediaani ja 90%-luottamusvilit uuden jirjestel-
mén rahastoitujen eldkkeiden vastuuvelalle suhteessa palkkasummaan sijoi-
tusstrategioilla FM?' ja FM?, erot sijoitusstrategioiden vililli ovat saman-
suuntaiset kuin TyEL-maksussa. Luottamusvélin alarajasta ndhd&an, ettd
heikkojen sijoitustuottojen tapauksessa rahastot eivit juurikaan kasva eiki
eroa synny, sijoitustuottojen parantuessa myos rahastot kasvavat selvisti no-
peammin suuremmalla osakepainolla.

Kuvissa 18 - 20 on esitetty mediaanit ja 90%-luottamusvalit jirjestel-
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Kuva 15: Mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden elikejirjestelmén
maksulle sijoitusstrategioilla FM*' ja FM?2.
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Kuva 16: Mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden elikejérjestelmén vakava-
raisuusasteelle sijoitusstrategioilla M ja FM?2.

mien TyEL-maksulle, vakavaraisuusasteelle ja rahastoitujen eldkkeiden vas-
tuuvelalle suhteessa palkkasummaan sijoitusstrategialla DPI' ja DPI?. Dy-
naamisella sijoitusstrategialla erot jirjestelmien vililld ovat huomattavasti
pienemmét kuin kiinteéin sijoitusallokaation strategioilla, koska dynaamiset
strategiat reagoivat muutenkin suoraan vakavaraisuusasteen kasvuun. TyEL-
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Kuva 17: Mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden jirjestelmén vastuuvelalle
suhteessa palkkasummaan sijoitusstrategioilla FM! ja FM?2.

maksun mediaani laskee ajanhetkesté riippuen 0-2,3%:a verrattuna nykyjar-
jestelméidn (kuva 2).
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Kuva 18: Mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden elikejirjestelméin TyEL-
maksulle sijoitusstrategialla DPI' ja DPI?.
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Kuva 19: Mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden elikejirjestelméin vakava-
raisuusasteelle sijoitusstrategialla DPI2.
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Kuva 20: Mediaani ja 90%-luottamusvélit uuden jirjestelmén vastuuvelalle
suhteessa palkkasummaan sijoitusstrategialla DPI>.

6.4 Konkurssitodennikoisyydet

Taulukossa 5 on esitetty konkurssitodennikoisyydet, TyEL-maksun luotta-
musvilin yliraja (TyEL 95%) ja mediaani (TyEL 50%) vuonna 2034 molem-
mille eldkejérjestelmille ja sekd edelld kiytettyille sijoitusstrategioille. Kon-
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Taulukko 5: Konkurssitodenndkéisyydet.

Jirjestelmi | Strategia | P(B°) | P(B3) | TyEL 95% | TyEL 50%
Nyky FMY [12,0% | 21,4% | 30,6% 28,6%
Nyky DPI' | 63% | 154% | 30,9% 28,9%
Uusi FM' | 39% | 62% 30,6% 27,7%
Uusi DPI' | 27% | 5.2% 30,9% 27,1%
Uusi FM? | 11,2% | 16,0% | 30,5% 26,2%
Uusi DPI? | 44% | 7,1% 30,9% 26,6%

kurssitodennékoisyyksid arvioitaessa on huomioitava, ettd konkurssiraja on
huomattavasti erilainen uudessa kuin vanhassa jérjestelmissd sekd vakava-
raisuusrajan laskentakaavan muuttumisen ettd uuden osaketuottosidonnai-
sen vastuuvelan osan myota.

Kiintedn sijoitusallokaation strategioilla konkurssitodennikéisyydet ovat
varsin korkeita, dynaamisilla strategioilla pdistdan huomattasti pienempiin
todennidkoisyyksiin mutta samalla TyEL-maksun jakauma liikkuu yléspéin.
Elakeneuvotteluryhméin mukaan nykyjérjestelméassi osakepainolla 25% jokin
heidén laskelmissaan kiyttdmasta yhtiosta joutuu konkurssiin seuraavan kol-
menkymmenen vuoden aikana 10% todenndkoisyydelld [4, s. 85] kun kéyte-
td4n konkurssiméiritelmis B°. Téssd sama todennikdisyys saadaan jo 20%
osakepainolla. Syitd voi olla monia, esimerkiksi yksittdisen yhtion l&htova-
rallisuus ja vastuuvelan, kassavirtojen ja sijoitustuottojen stokastiikka vai-
kuttavat huomattavasti konkurssitodennékoisyyksiin. Alhainen simulointien
miiri voi myds vaikuttaa tuloksiin, esimerkiksi sijoitusstrategialla FM* kon-
kurssitodennékoisyys P(B) vaihteli nykyjérjestelmissi vililla 9,8% - 13,9%
ja konkurssitodennékéisyys P(B %) valilld 18,9% - 23,7% kun kiytettiin vain
tuhatta simulaatiota. Eldkeneuvotteluryhmi ei ole raportoinut malliaan ja
dataansa sellaisella tarkkuudella, ettd laskennan voisi toistaa tai syitd etsii.
Koska tybelidkevakuuttamien on lakisdéteisté, olisi kaikki elidkejirjestelméi
koskevat laskelmat raportoitava julkisesti niin, ettd niitd voidaan kriittisesti
tarkastella.

6.5 Laskuperustekoron noston rajoittaminen

Kuten esimerkiksi kuvista 3 ja 9 ndhtiin ndhtiin, hyvien sijoitustuottojen ta-
pauksessa osa sijoitustuotoista ei ohjaudu rahastoitujen elikkeiden tidyden-
nyksiin vaan satunnaisesti tulee hyvin suuria asiakaspalautuksia suhteessa
palkkasummaan. Sama ilmié nikyy alhaisena TyEL-maksun alarajana mo-
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lemmissa eldkejirjestelmissi ja kaikille kiytetyilld sijoitusstrategioilla. Suuria
asiakaspalautuksia on my6s eldkeneuvotteluryhmain laskelmissa [4, s. 59] [8,
s. 15]. Eréis syy tdhén saattaa olla, ettd jarjestelmé ei ohjaa sijoitustuottoja
riittdvan nopeasti rahastoitujen eldkkeiden tdydennyksiin.

Nykyisten sddnnosten mukaan laskuperustekorko méiritelldin puolen vuo-
den vilein ja sitd voidaan korottaa kerrallaan korkeintaan 0,5%:a kerrallaan
[4, s. 99], siis tdssd tutkimuksessa kdytetyssd vuositason mallissa yhden pro-
sentin vuodessa. Laskuperustekorko riippuu ty6eldkejarjestelman keskimaé-
riisestd vakavaraisuusasteesta. Kuten esimerkiksi kuvista 11, 12, 16 ja 19
néhtiin, uudessa jirjestelméssé ja korkeammilla osakesijoituksilla vakavarai-
suusasteen vaihtelu on huomattavasti suurempaa kuin vanhassa jarjestelmés-
sé, ja osakesijoitusten kasvattaminen vield lisd vaihtelua. Koska laskuperus-
tekoron laskemista ei ole rajoitettu ja nostamista on, tastd voi seurata, et-
td sijoitustuotot eivit ohjaudu elikkeiden rahastoitujen osien tdydennyksiin
kovinkaan nopeasti.

Tamaén kappaleen laskelmissa laskuperustekoron nostoa ei ole rajoitettu.
Kuvassa 21 on esitetty TyEL-maksu ja kuvassa 22 asiakaspalautukset uudes-
sa jirjestelmiissi sijoitusstrategialla DPI! kun laskuperustekoron nostoa on
ja ei ole rajoitettu. Vaikka ero TyEL-maksussa ei ole olennainen, laskuperus-
tekoron nostorajoituksen poisto pienentdd huomattavasti suuria asiakaspa-
lautuksia. Kyse onkin enemmaénkin siitd, pienennetdinko TyEL-maksua ra-
hastoista maksettavilla eldkkeilld vaiko asiakaspalautuksilla. Sama ndhdaén
kuvasta 23, jossa rahastoitujen elikkeiden vastuuvelka kasvaa hyvien sijoitus-
tuottojen tapauksessa huomattavasti nopeammin kuin jos laskuperuskoron
nousua on rajoitettu.

Taulukossa 6 on esitetty konkurssitodennikdisyydet sekd vuoden 2034
TyEL-maksun mediaani ja luottamusvilin yldraja. Suluissa on esitetty ero
taulukossa 5 esitettyihin vastaaviin arvoihin, joissa laskuperustekoron nos-
toa on rajoitettu prosenttiyksikk6on vuodessa. Uudessa jéirjestelméssi las-
kuperustekoron rajoituksen poistaminen nostaa konkurssitodennikéisyyksia
vihemmaén kuin vanhassa jarjestelméssi. Kasvua tulee lievisti kiinteélla si-
joitusstrategialla F'M?2. Dynaamisilla strategioilla DPI' ja DPI? konkurs-
sitodennikoisyyden kasvu on jo varsin marginaalinen, tosin samalla TyEL-
maksun mediaani laskee kymmenyksen.

Kuten esimerkiksi kuvasta 22 ndhdiin, asiakaspalautusten suhde palk-
kasummaan kasvaa ajanmyotd. Tadmé johtuu siitéd, ettd palautusten méara
on sidottu toimintapdiomaan, jonka méird riippuu varallisuudesta ja vas-
tuuvelasta. Koska vastuuvelan ja palkkasumman suhde kasvaa vuoteen 2034
mennessi [&htohetken yhdestd noin kaksinkertaiseksi, kasvavat myos toimin-
tapddomasta riippuvat asiakaspalautukset suhteessa palkkasummaan.
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Kuva 21: Mediaani ja 90%-luottamusvélit elikejirjestelmien TyEL-maksulle
sijoitusstrategialla DPI' kun laskuperustekoron nousua ei ole rajoitettu.

Lask‘uperustekovko rajl.
Laskuperustekorko ei raj.

suhteessa

Kuva 22: Mediaani ja 90%-luottamusvali palautuksille sijoitusstrategialla
DPI' kun laskuperustekoron nousua ei ole rajoitettu.

6.6 Palautusten alaraja

Asiakaspalautusten maksu vaikuttaa eldkelaitosten vakavaraisuuteen ja TyEL-
maksuun. Edellisissi laskelmissa palautusten alaraja on riippunut ainoastaan
vakavaraisuusasteesta, ei sijoitustoiminnalla muutettavissa olevasta vakava-
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2.8

Vastuuvelka suhteessa palkkasummaan

1.2

Laskhperustekorko raj‘.
Laskuperustekorko ei raj.

2005

L
2010

L
2015

L
2020
Vuosi

L
2025

L
2030

Kuva 23: Mediaani ja 90%-luottamusvili vastuuvelalle suhteessa palkkasum-
maan sijoitusstrategialla DPI! kun laskuperustekoron nousua ei ole rajoitet-

tu.

Taulukko 6: Konkurssitodennikéisyydet ja TyEL-maksut kun laskuperuste-
koron nousua ei ole rajoitettu.

I

Jérjestelmd | Strategia P(BY) P(B3) TyEL 95% | TyEL 50%
Nyky FMY | 12,7% (+0,7) | 22,5% (+1,1) | 30,6% (0,0) | 28.4% (-0,2)
Nyky DPI' | 6,6% (+0,3) | 16,3% (+0,9) | 30,9% (0,0) | 28,8% (-0,1)
Uusi FM' | 39% (0,0) | 62% (+0,0) | 30,6% (0,0) | 27,7% (0.,0)
Uusi DPI' | 2,8% (+0,1) | 5,3% (+0,1) | 30,9% (0,0) | 27,1% (0,0)
Uusi FM? | 11,5% (+0,3) | 16,5% (+0.,5) | 30,4% (-0,1) | 26,1% (-0,1)
Uusi DPI? | 4,4% (0,0) | 80% (+0,3) | 30,9% (0,0) | 26,5% (-0,1)

raisuusrajasta. Eldkeneuvotteluryhma esittda yhtené vaihtoehtona palautus-
ten alarajaksi vakavaraisuusrajaa kun kyseessi on tydelidkeyhtio [4, s. 57].
Asiakaspalautusten méara ei saisi vieda tyoeldkeyhtion varallisuutta alle va-
kavaraisuusrajan. Tissd kappaleessa asiakaspalautukset lasketaan kaavan (8)
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sijaan kaavalla

0 jos (1 —a)U, <V,

al; jos 1—a)Uy > Vi jaUpqg —4V;1 <0
tai (1 —a)U;, —4V, <0,

aUy + max(0; ((1 — a)U; —4V;))  muuten.

ht:

Eldkelaitoksen maksimipalautus olisi siis vakavaraisuusrajan yldpuolella an-
nettu prosenttimiird o toimintapidfiomasta eivitkd palautukset saisi viedi
yvhtiota vakavaraisuusrajan alapuolelle. Tomintapadoman ollessa yli nelinker-
tainen vakavaraisuusrajaan vihintdin kahtena perdkkiisend vuonna, ylityk-
sistd maksetaan kolmasosa asiakaspalautuksina. Esimerkkin eldkeneuvotte-
luryhmén raportissa on annettu 1,5%:a toimintapifiomasta.

Taulukossa 7 on esitetty vakavaraisuusrajan mukaan lasketut konkurs-
sitodenniikdisyydet (P(B3)!) ja vuoden 2034 TyEL-maksun 95%-kvantiili
(TyEL 95') sekii mediaani (TyEL 50') uudessa jérjestelmiissi kun palau-
tusprosentti o on 0,5-, 1- ja 1,5%:a toimintapifiomasta. Vastaavat arvot on
laskettu myos kaavalla (8) vaihdellen a:n arvoja (yldindeksi 2). Asiakaspa-
lautusten maksaminen alarajalle nostaa selvisti konkurssitodennakoisyytta
verrattuna jos vastaava miiria maksettaisiin vain 15% vakavaraisuuden ylit-
taviltd osalta. Vuoden 2034 TyEL-maksun mediaaniin (TyEL 50) alarajalla
ei juurikaan ole merkitystd. Vuoden 2034 TyEL-maksun 95%-pisteeseenkin
(TyEL 95) vaikutus on korkeintaan 0,1%:a. a:n arvo vaikuttaa huomattavasti
seké TyEL-maksuun ettd konkurssitodennékoisyyteen alarajasta riippumat-
ta.

6.7 Sijoitusstrategiat

Edellisten kappaleiden tuloksista on kiynyt ilmi, ett sijoitusstrategia vaikut-
taa huomattavasti TyEL-maksuun ja vakavaraisuuteen. Tassé tutkimukses-
sa kiytetyistd sijoitusstrategioista voidaan muodostaa ddretén méaéra erilai-
sia kombinaatioita muuttamalla sijoitusstrategian parametreja. Tassd kap-
paleessa esitetddin esimerkinomaisesti miten eri sijoitusstrategiat ja niiden
parametrien eri kombinaatiot vaikuttavat tuloksiin uudessa jarjestelmissa.
Maiiritelliin kiinteiden sijoitusallokaatioiden joukko FM? siten, etté ly-
hyen koron ja kiinteistosijoitusten osuudet madrdytyvit taulukon 1 mukaan
ja osakkeiden yhteenlaskettu osuus on 1,5%, 4%, 6,5%, ..., 44%, loput sijoi-
tetaan pitkdn koron sijoituksiin. Kuvassa 24 on esitetty vuoden 2034 TyEL-
maksun mediaani ja 95%-piste ja osakesijoitusten vilinen riippuvuus. Medi-
aani riippuu ldhes lineaarisesti osakkeiden sijoitusosuudesta. TyEL-maksun
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Taulukko 7: Konkurssitodennékdisyydet ja vuoden 2034 TyEL-maksut uu-
dessa jarjestelmiissi kun asiakaspalautukset sallittu vakavaraisuusrajalle asti.

Strategia | a | P(B3)! | P(B3)? | TyEL | TyEL | TyEL | TyEL
500 | 502 | 950 | 952
FM"™ 105% | 61% | 55% |27,8% | 27,8% | 30,7% | 30,7%
FM' | 1,0% | 66% | 56% |27.8% |27,8% | 30,6% | 30,7%
FM' | 15% | 72% | 58% |27,8% | 27,8% | 30,6% | 30,7%
FM? | 0,5% | 153% | 14,6 % | 26,4% | 26,4% | 30,6% | 30,6%
FM? | 1,0% | 164% | 14,9% | 26,4% | 26,4% | 30,5% | 30,5%
FM? | 15% | 174% | 152% | 26,3% | 26,3% | 30,5% | 30,5%
DPI' | 05% | 50% | 4,5% |27,3% | 27,3% | 31,0% | 31,0%
DPI' | 1,0% | 56% | 4,6% |27,3% | 27,3% | 30,9% | 31,0%
DPI' | 15% | 64% | 4,7% |27,3% | 27,2% | 30,9% | 30,9%
DPI* | 05% | 75% | 6,9% |26,8% | 26,8% | 31,0% | 31,0%
DPI* |[1,0% | 84% | 71% |26,8% | 26,7% | 30,9% | 30,9%
DPI* | 15% | 95% | 72% |26,8% | 26,7% | 30,9% | 30,9%

Taulukko 8: Dynaamisten sijoitusstrategioiden parametrit.

Strategiajoukko | w3 | w{® | b b A
DPI? 8% [ 13% | 5% | 30% | 0,5, 0,55, ....1,7
DPI* 8% | 13% | 10% | 35% | 0,5, 0,55, ... 1,7
DPI 8% | 13% | 15% | 40% | 0.5, 0,55, ... 1,7

95%-pistettd saadaan alennettua lisiimalla osakesijoituksia 25%:in, sita suu-
remmilla sijoitusosuuksilla sitd ei juurikaan saada laskettua. Kuvassa 25 on
esitetty osakesijoitusten ja molempien méaritelmien mukaisten konkurssien
riippuvuus. Osakkeiden osuuden laskeminen alle 10% ei en#i pienenné kon-
kurssiriskia ja osakesijoitusten laskeminen alle 5% alkaa kasvattaa konkurs-
siriskid. Havainto vastaa Heikkildn [10, s. 34] viittaamia tuloksia.

Maéritelldsin kolme dynaamisten sijoitusstrategioiden joukkoa DPI3, DPI*
ja DPI® taulukon 8 parametrien mukaan, toisin sanoen vaihdellaan osakesi-
joitusten alarajaa vililld 5%-15% ja kasvatetaan yldrajaa vastaavasti valilla
30%-40% seki annetaan osakepainon méiiriviain parametrin A vaihdella vé-
lilla 0,5 - 1,7.

Kuvassa 26 on esitetty kuinka vuoden 2034 TyEL-maksun mediaani riip-
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0.3

TyEL-maksu

95%-piste
Medla:‘:mi

L L L L
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Osakkeiden sijoitusosuus

Kuva 24: Osakesijoitukset ja vuoden 2034 TyEL-maksun mediaani seki 95%-
piste kiintealld sijoitusstrategialla.

0.2

Konkurssitodennakoisyys

0.1

) L L L L L
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Osakkeiden sijoitusosuus

Kuva 25: Osakesijoitukset ja konkurssitodennikéisyys kiintedlld sijoitusstra-
tegialla.

puu osakesijoitusten osuuden kasvattamisesta. Riippuvuus on huomattavan
erilainen kuin mité kiinteén sijoitusallokaation strategialla, jossa osakepaino
el mitenkddn reagoi vakavaraisuusasteeseen. Vastaava eroavuus on havaitta-
vissa kuvasta 27, jossa on esitetty kuinka vuoden 2034 TyEL-maksun yléra-
ja riippuu osakesijoitusten osuuden kasvattamisesta. Kuvassa 28 on esitetty
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kuinka molempien mé#éritelmien mukainen konkurssitodennikdisyys riippuu
osakesijoitusten osuuden kasvattamisesta. Ero kiintedn allokaation sijoitus-
strategiaan on jilleen huomattava.

0.32 . . T T T 5

0.31

0.3

TyEL-maksun mediaani

L L L L L
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
A

Kuva 26: Osakesijoitukset ja vuoden 2034 TyEL-maksun mediaani dynaami-
silla sijoitusstrategioilla.

0.315

TyEL-maksun 95%-piste

0.305

0.3 L L L L L L
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
A

Kuva 27: Osakesijoitukset ja vuoden 2034 TyEL-maksun 95%-piste dynaa-
misilla sijoitusstrategioilla.

36



o3| B

0.2 -

Konkurssitodennakoisyys

Kuva 28: Osakesijoitukset ja konkurssitodenniikéisyydet dynaamisilla sijoi-
tusstrategioilla.

Kuvissa 29 ja 30 on esitety konkurssiriskien ja vuoden 2034 TyEL-maksun
mediaanin riippuvuus kiintedlld ja dynaamisilla strategioilla. Molemmista
kuvista nidhddan sijoitusstrategian selked vaikutus saavutettavaan TyEL-
maksun mediaaniin annetulla konkurssitodennékdisyydelld. Ero on huomat-
tava, valitusta konkurssitodennikoisyydesta riippuen sijoitusstrategia vaikut-
taa jopa yli 1,5% TyEL-maksun mediaaniin. Ero saattaa olla suurempikin jol-
lain toisilla sijoitusstrategioilla tai parametrivalinnoilla. Téssé tutkimuksessa
kiytetyt strategiat eivit esimerkiksi kiyta informaatiota kaikkien stokastisten
tekijoiden tilasta, kuten esimerkiksi korkotasosta. Nimé& huomioiden esimer-
kiksi numeerisen optimoinnin menetelmin saatettaisiin paastd huomattavasti
parempiin tuloksiin kuin mité t#ssd raportissa on esitetty. Optimonti olisi
kuitenkin erittdin aikaa vievad eldkejirjestelmén monimutkaisuuden vuoksi,
eikd kaikkia tdssa tutkimuksessa kisiteltyjé asioita olisi voitu tutkia kohtuul-
lisessa ajassa.
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Kuva 29: Vuoden 2034 TyEL-maksun mediaani ja konkurssiriski B°.
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Kuva 30: Vuoden 2034 TyEL-maksun mediaani ja konkurssiriski Bs.
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Abstract

This paper presents a numerical study of a deterministic discretiza-
tion procedure for multistage stochastic programs where the underly-
ing stochastic process has a continuous probability distribution. The
discretization procedure is based on quasi-Monte Carlo techniques
originally developed for numerical multivariate integration. The solu-
tions of the discretized problems are evaluated by statistical bounds
obtained from random sample average approximations and out of sam-
ple simulations. In the numerical tests, the optimal values of the dis-
cretizations as well as their first-stage solutions seem to converge to
those of the original infinite-dimensional problem as the discretizations
are made finer.

1 Introduction

This paper is concerned with numerical solution of multistage stochastic pro-
grams where the underlying stochastic process has a continuous distribution.
These are infinite-dimensional optimization problems that come up quite
naturally in practical decision making. For example, in financial applica-
tions it is customary to model uncertain future development of asset prices
by stochastic processes that have a parametric description of a continuous

*The work of this author was supported by Finnish Academy under contract no. 3385



distribution. Despite the large number of potential applications only few pa-
pers have been devoted to numerical solution of such models; see Olsen [12],
Frauendorfer [5], Pflug [16], Shapiro [22, 23], Chiralaksanakul [2], Chiralak-
sanakul and Morton [3], Blomvall and Shapiro [1], Pennanen and Koivu [15],
Pennanen [13, 14], Kall and Mayer [9] and Heitsch and Rémisch [7, 8]. This
paper presents a numerical study of the discretization techniques proposed
in [15, 13, 14].

We will consider the following stochastic programming model from Rock-
afellar and Wets [18, 19, 20, 21]. At each stage k = 0,..., K, the decision
maker observes the value of a random variable &, and makes a decision x; de-
pending on the observed values of &, ..., &;. Each & takes values in a Borel
subset =, of R% and zj is R™-valued. We assume that = is a singleton, so
that & and thus zp will be deterministic. The vector & = (&, ..., Ek) will
be modeled as a random variable in the probability space (Z, F, P), where
Z=ZyX---XZg, F is the Borel o-field on = and P is a probability measure
on (2, F). A realization of £ and a sequence z = (zo, ..., zx) of decisions
will result in a cost given by a function f : R" x E — R U {400}, where
n=mng+...+ng. We will study multistage stochastic programs of the form

minimize " f(2(6), ). (SP(P))

where E¥ is the expectation operator, f is a conver normal integrand on
R" x = and

N(P) = {x € L™(Z,F, P;R") | x contains an (F})i_,-adapted function}.
Here (Fj)r, is the filtration of o-fields
Fk = {BkXEk+1 Xoee XEK|Bk€Bk}7

where By, is the Borel o-field on Zg x - -+ x Eg. A function & = (2, ..., Tk)
is said to be adapted to (Fy,)K_, if for each k, 7;, is Fj-measurable, or equiva-
lently, only depends on the part of ¢ that has been observed by stage k. We
would like to emphasize that the function f is allowed to take on the value
+00 so that various constraints (of the “almost surely-type”) can be taken
into account through infinite penalties.

When the stochastic process £ is a random variable with an infinite sample
space (as in most econometric models), (SP(P)) is an infinite-dimensional
optimization problem whose solution requires discretization. One way to
discretize it is to replace the original measure P by a finitely supported

measure of the form
P= 3 s,

i€l(v)
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where I(v) is a finite index set, d¢v.i is the unit mass at a point & e 2, and
p”' > 0. Then L=(Z, F, P*;R") = (R")!™) and (SP(P")) can be written in
the finite-dimensional form

minimize Y p” f((€), €, (SP(PY))

sEN(PY) iel(v)

where

N(PY) = {x € L>(Z,F, P";R") | x contains an (F},)}_,-adapted function}
={z € L®(Z,F, P";R") | 2,(&") = z,(&) if &' =7 VI =0,...,k}.

This is a mathematical program which can in principle be solved numerically
by general purpose solvers or special purpose algorithms designed to take
advantage of problem structure.

A few methods for constructing approximations P¥ of P for purposes of
multistage stochastic programming have been proposed. The best known,
most widely studied and probably the most widely applied method is con-
ditional sampling, where P" is constructed by recursively sampling from the
conditional distribution of &, given &,...,&—1; see [22, 2, 3, 23, 1]. In
barycentric approximation, P¥ is constructed so that, under certain convex-
ity properties with respect to the random variables, one obtains lower /upper
approximations of the original problem; see [5]. In the methods of [16] and
[7, 8], the general idea is to choose P” so as to approximate the original
measure P as well as possible, in the sense of a metric in the space of proba-
bility measures. The same general idea is behind quasi-Monte Carlo (QMC)
methods, which are a class of integration quadratures; see e.g. [10]. The
main difference is in the choice of the metric and in that in QMC methods
the original measure is the uniform distribution in the unit cube. For the
metric used in QMC, there exist many (number theoretic) techniques for
constructing discrete measures that are close to the original one. To apply
QMC methods, one has to write a given integral in terms of the uniform
distribution, which can often be done by an appropriate change of variables.

We would like to emphasize that discretizations obtained with conditional
sampling are random whereas those obtained with the methods of [5, 16,
7, 8] or with QMC are deterministic. This is a fundamental difference in
that the first-stage solution obtained through deterministic discretization
can be viewed as a decision rule that is fully determined by the original
infinite dimensional problem and the chosen discretization procedure; see
Section 3.2. This way, a deterministic discretization procedure gives a well-
defined candidate solution for the original multistage stochastic program that
can be evaluated e.g. by out-of-sample simulations.
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QMC was first proposed for discretization of multistage stochastic pro-
grams in [15]. It was shown in [13, 14] that, under fairly general conditions,
QMC produces consistent approximations in the sense that the optimal val-
ues of the approximations converge to that of the original problem and that
the cluster points of the first stage solutions are optimal first stage solutions
of the original problem. However, the results of [13, 14] are nonquantitative
and, in particular, say nothing about the accuracy of (SP(P")) for a fixed v.
The purpose of this paper is to present a numerical study of the discretization
procedures studied in [15, 13, 14]. We solve a sequence of refined discretiza-
tions numerically and compute statistical bounds for the optimal value of
the original infinite-dimensional problem. The lower bound is obtained as
a sample average of optimal values of random discretizations whereas the
upper bound is obtained through out-of-sample evaluation of the strategies
obtained through QMC discretizations. The results support the theoretical
findings of [13, 14] namely that the optimal values of the discretizations con-
verge to that of the original problem and that the cluster points of first stage
solutions are optimal first stage solutions of the original problem.

The rest of this paper is organized as follows. Section 2 recalls the dis-
cretization procedure from [15, 14]. Section 3 describes the statistical lower
and upper bounds used in the numerical tests. Section 4 describes the test
problems and summarizes the computational results. The parameter values
used in the test problems are given in the Appendix.

2 Discretizations

As in [15, 14], we assume that the underlying stochastic process ¢ is driven
by a time series model of the form

szgk(fg,...,fkfl,wk) fOI‘/C:L...,K, (1)

where & is given, wy,...,wx are mutually independent random variables,
with wy uniformly distributed in the dj-dimensional unit cube (0,1)%, and
gk Zo XX Zp_1 % (0,1)% — =, are Borel-measurable functions. It follows
that £ = (&, ...,&k) is uniquely determined by w = (wy, . ..,wg) so that

P=UG™, (2)

where G denotes the mapping that sends w to £ and U = Uy x -+ x Uk,
where U}, is the uniform distribution on (0,1)%. Notation (2) means that
P(A) = U(G7Y(A)) for every A € F, or equivalently, E¢(¢) = EVp(G(w))

for any measurable function ¢ on =.



Expression (2) suggests the following

Discretization procedure
1. For each k =1,..., K, approximate Uy, by a discrete measure Uy;
2. Let UV =U{ x -+ x U and P* = U"G~L.

More concretely, if for k=1,..., K

vo__ V0 .
Uk’ - § : Dy Wy

i€l (v)

where I (v) is a finite index set, then

U= > p" 6,

iel(v)

where

I(I/) = {(’il, .. ,,iK) ‘ i € Ik(l/)}7
S ),
l/,il V,iK

prt=p"t e pEE,

and P¥ = UG~ becomes

P’ = Z p”’iégy,i,

i€l(v)

where £%% = G(w"").

When the discrete measures U} are the empirical measures corresponding
to a random sample of size |I(v)|, the above procedure is nothing but the
well-known conditional sampling procedure. It was shown in [13, 14] that if
each measure U} converges weakly to the uniform distribution, as v — oo,
then under rather mild conditions, problems (SP(P”)) will be consistent
discretizations of (SP(P)) in the sense that the optimal values of (SP(P"))
converge to that of (SP(P)) and all cluster points of first-stage solutions of
(SP(P")) are optimal first-stage solutions of (SP(P)).

The nontrivial parts in implementing the above procedure are the con-
struction of the discrete measures Uy that approximate the uniform distri-
bution and the evaluation of G(w"?) for given w”?, that is, the evaluation of
the functions (1) for k =1,..., K. As for U}, we will use quasi-Monte Carlo
(QMC) methods, as proposed in [15]. ITn QMC, one sets pi* = 1/|I(v)| and
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v,

the points w,* are chosen so as to minimize certain measure of uniformity.
There exists a wide literature on such methods; see for example Niederre-
iter [10], Sloan and Joe [24] or Niederreiter and Talay [11].

Difficulty of evaluating G(w"?) depends on the form of the time series
model at hand. For example, in (multivariate) ARMA, VEqC or GARCH
models with Gaussian innovations this part is quite simple. For them, evalu-
ation of g comes down to evaluating the inverse of the univariate Gaussian
distribution function at the components of the the vectors w,:’i’“, forming the
Cholesky factorization of a covariance matrix and performing few matrix-
vector multiplications. These operations can be executed quite efficiently by
publicly available subroutines.

3 Statistical bounds for the optimal value

3.1 Lower bounds

It is well-known that if one makes random discretizations by conditional
sampling (i.e. taking U} in the above discretization procedure to be empiri-
cal measures corresponding to random samples), the corresponding optimal
value v” of (SP(P")) is a random number whose expectation is less than that
of (SP(P)); see Shapiro [22], Chiralaksanakul [2, Theorem 4] or Chiralak-
sanakul and Morton [3]. Moreover, v” converges with probability one to the
optimal value of (SP(P)) as v — oo provided the sample sizes |I;(v)| tend
to infinity. These properties remain valid if instead of crude Monte Carlo
sampling one uses non-iid sampling techniques such as Latin hyper cube
sampling or antithetic sampling; see for example Glasserman [6, Chapter 4].
Such techniques can result in more efficient estimates in direct numerical
integration and possibly tighter lower bounds in random discretization of
stochastic programs.

One can estimate the expectation of v” by constructing N independent
random discretizations and taking the average over the corresponding optimal
values. The resulting average v¥, provides a “statistical lower bound” for the
optimal value of (SP(P)). To our knowledge, the only numerical study of
such estimates in case of multistage stochastic programs with continuous
distributions has been reported in [1].

3.2 Upper bounds

For any x € N(P) the expectation E¥ f(z(€),€) is greater than or equal
to the optimal value of (SP(P)). The expectation can be approximated by



general techniques of numerical integration. Using Monte Carlo sampling
one obtains random approximations whose expectations equal E¥ f(x(£),€).
Besides being a statistical upper bound for the optimal value of (SP(P)) the
sample average gives also an unbiased estimator of the quality of the chosen
strategy © € N'(P). Such a technique for evaluating a decision strategies is
often called out of sample testing.

We propose to use strategies given by recursive use of the discretization
procedure described in the Section 2. This will not only give upper bounds
for the optimal value of (SP(P)) but it will also provide an unbiased test for
the quality of the solutions of our discretizations. Other, computationally less
demanding, methods for generating policies that can be used in computation
of upper bounds have been proposed in [2, Section 3.3], [3] and [1].

A discrete measure U¥ = U} X --- x U} chosen in the discretization pro-
cedure of Section 2 gives rise to an adapted strategy =¥ € N (P) as follows.
Given a scenario & = (&, ..., &%), define 2¥(&Y) = (x§(&),. .., 2% (&) re-
cursively for k =0, ..., K by letting 2% (£%) be the first-stage solution of the
discretization of the multistage stochastic program

minimize BT fi(2(€),€), (SP.(Pr))

zeN(Pr)

where Py, denotes the conditional probability distribution of ({11, ...,E&K)
given (&o,...,&) = (&,...,&) and fi, is the normal integrand obtained
from f by fixing the values of &,...,& and xg,..., 251 to &, ..., & and
zh, ..., iy, respectively. Here, we discretize (SPy(Py)) with the procedure
of Section 2 using the discrete measure Uy, | X - - - X Uy.. Note that the condi-
tional distribution Py, is determined simply by fixing the values of &g, ..., & to
&, ...,& in (1). In this way, each discretization (choice of a QMC technique
and the number of quadrature points per stage) gives rise to an adapted strat-
egy ¥ € N(P) that can be evaluated numerically along a given scenario by
solving a sequence of discretized multistage stochastic programs (SPy(Py)),
k=0,..., K.

The out of sample test proceeds by sampling M scenarios (£1)M, of the
stochastic process £. Then along each scenario £ = (&,..., &), one solves
discretizations of problems (S Py (FPy)) for k =0,..., K and records the value
of f(x¥(£),£%). Again, one can use variance reduction techniques instead of

crude Monte Carlo when constructing the scenarios (£9)M,.

4 Numerical tests

The discretization procedure of Section 2 was applied to four different multi-
stage stochastic programs where the stochastic process £ was driven by time
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series models of AR-, VEqC- and GARCH-type. Each of the four problems
was discretized by choosing the discrete measures U} as empirical measures
corresponding to quasi-Monte Carlo methods with equal number |I,(v)| = L
of quadrature points for each period k = 0,..., K. For a fixed L, we then
solved the discretization, recorded the optimal value and computed lower and
upper bounds. The lower bound was computed by making N = 1000 random
discretizations with Monte Carlo with L points per period. The upper bound
was computed by making M = 10000 out of sample simulations with Monte
Carlo and using quasi-Monte Carlo with L points per stage when solving the
problems (SPy(P;)). We then increased the number L of quadrature points
per stage and repeated the computations. The quasi-Monte Carlo method
used in the experiments was the Sobol sequence [25]. We computed also a
second set of lower and upper bounds by replacing Monte Carlo by antithetic
sampling. In antithetic sampling, one half of the sample points are indepen-
dently uniformly distributed in the unit cube and the second half is obtained
by reflecting each sample point through the center of the cube.

The computations were performed on Red Hat Enterprise Linux WS v.4
operating system running on workstation with 64-bit 3.8 GHz Intel Xeon pro-
cessor and 8GB memory. The discretization procedure was implemented in
C programming language using CBLAS and LAPACK libraries, Numerical
recipes C-routines [17], Marsenne twister (www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/~m-
mat/MT/emt.html) for random number generation and Peter J. Acklam’s
algorithm for the inverse of the univariate normal distribution
(home.online.no/~pjacklam/notes/invnorm). The implementation applies
to multivariate time series models of ARMA-, VEqC- and GARCH-type.
It takes as input the parameters of the time series model, the initial val-
ues & of the time series, the number of periods K and the number L of
quadrature points used for each k& = 1,..., K in the discretization U} of
the uniform distribution U. The discretizations U} can be constructed ei-
ther by crude Monte Carlo sampling, antithetic sampling or by quasi-Monte
Carlo methods. The output is a description in an AMPL-format (see [4]) of
the discretized measure P in terms of the scenarios £ and the associated
probabilities p*¢. The discretized optimization problems were formulated
in AMPL and solved with the primal-dual interior point solver of MOSEK
(http:/ /www.mosek.com).



4.1 Problem 1: Swing option

The first test problem can be written as

K
minimize  Ef exp (p Z(Sk(g) - X)M(Q)
k=0

zeN(P)
K
subject to Zxk(f) <U,
k=0
I <ap(®) <wu, k=0,...,K,
P-a.s.

where p, X, U, [ and u are positive constants and S is a real-valued stochastic
price process. This models the problem of finding an optimal exercise strategy
x for a “swing option” that gives the access to a total amount U of energy
for a fixed unit price X over the life time [0, K] of the option but restricts
the usage ), per period to lie in the interval [I,u]. It is assumed that at
each stage, =) will be immediately sold for the current market price Sy, thus
giving the revenue of (S — X)xy. The objective is to maximize the expected
utility from cumulated wealth at the terminal stage K as measured by the
exponential utility function with parameter p.

The price process S follows a geometric Brownian motion. That is,
Sp(€) = exp(&), where & = (&)K., follows a discrete time Brownian mo-
tion

A&y = p+ oey,

where ¢, has standard normal distribution. All the parameters of the model
are given in the Appendix.

In the numerical test, the number of stages was K = 4. Table 1 summa-
rizes the dimensions of Problem 1. The number n; is the dimension of the
decision variable at stage k and dy, is the dimension of the random variable in
period k (the one between stages k — 1 and k). Table 2 gives the dimensions
of its discretizations as well as computation times for increasing values of the
discretization parameter L.

Figure 1 plots the optimal value of the discretizations together with the
upper and lower bounds for increasing values of the discretization parameter
L. As L is increased, the lower and upper bounds as well as the optimal
value of the discretizations seem to converge towards a common value. This
is in line with the conclusions of [14, Theorem 5], which says that the optimal
values of discretizations converge to that of the original problem and that the
cluster points of the first stage solutions are optimal first stage solutions of
the original problem. The latter fact is reflected in the upper bound, which
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Table 1: Dimensions of decision and random variables in Problem 1. The
numbers ny and dj, give the dimensions of the decision and random variables,
respectively, for period k.

kE|10]1]2
Ny,

dp [O|11)1]|1

[y
—_
—_
—_
—_

Table 2: Dimensions and computation times (seconds) for discretizations of
Problem 1.

L | Variables | Constraints | Discretization | AMPL | MOSEK
2 31 16 0.0 0.0 0.0

4 341 256 0.0 0.0 0.1

8 4681 4096 0.0 0.2 1.0
16 69905 65536 0.5 2.9 23.0
32 | 1082401 1048576 7.6 34.0 508.4

decreases as the discretizations are made finer. Indeed, the upper bound is
a non-biased estimator of the objective value given by the strategy obtained
by solving discretized problems stage by stage. Refining the discretization
thus seems to yield better first stage solutions.

The lower bound obtained with antithetic sampling is notably tighter
than the one obtained with crude Monte Carlo. In the case of the upper
bound, the difference is insignificant.
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Figure 1: Optimal values of discretizations and statistical bounds for Prob-
lem 1.

4.2 Problem 2: Portfolio optimization

The second test problem may be written as

minimize  E¥ exp <—pZRK,th—1,j>

zeN(P) I,

subject to ZhOJ <1,

jeJ
Z hyj < Z Ry jhp—1;, k=1,...K,
jeJ jeJ

h>0,

P-a.s.

This models a portfolio optimization problem, where one is seeking for a
nonnegative portfolio process h = (hy)r_,, where hy = (hy;);jes gives the
amount of wealth invested in each asset j € J at the beginning of period k.
The random number Rj, ; gives the return on an asset j € J over period k.

The set J contains 10 assets and the returns are given by Ry, ; = Sk.j/Sk—1,,
where the price vector Sy = (Sk;)jes follows a 10-dimensional geometric
Brownian motion. That is, Si; = exp(&;) where & = (& ;);ecs follows a
10-dimensional Brownian motion

Aéy = p+ oeg,

11



Table 3: Dimensions of decision and random variables in Problem 2.

ElO| 1213
n, | 10 | 10 | 10
dp | 0 |10 ] 10|10

o

Table 4: Dimensions and computation times (seconds) for discretizations of
Problem 2.

L | Variables | Constraints | Discretization | AMPL | MOSEK
2 70 7 0.0 0.0 0.0
4 210 21 0.0 0.0 0.1
8 730 73 0.0 0.0 0.2
16 2730 273 0.3 0.3 0.6
32 10570 1057 1.9 2.5 4.1
64 41610 4161 15.0 16.4 27.2

where ¢ has 10-dimensional standard normal distribution. All the parame-
ters of the model are given in the Appendix.

In the numerical test, the number of stages was K = 3. Table 3 sum-
marizes the dimensions of Problem 2 and Table 4 gives the dimensions of
its discretizations as well as computation times for increasing values of the
discretization parameter L.

Figure 2 plots the optimal value of the discretizations together with the
upper and lower bounds for increasing values of the discretization parameter
L. Again, the lower and upper bounds converge towards each other while
the optimal values of the discretizations approach the common value as the
discretizations are made finer. The lower bound obtained with antithetic
sampling is again much tighter than the one obtained with crude Monte
Carlo.

4.3 Problem 3: Optimal consumption

The third problem is a variation of the portfolio optimization problem where
at each stage, one can withdraw some of the wealth for consumption. The
goal is to maximize accumulated utility from consumption as measured by
the negative power utility function. The problem is further complicated by
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0.3 | B

Optimal value
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Figure 2: Optimal values of discretizations and statistical bounds for Prob-
lem 2.

adding transaction costs for buying and selling the assets. It can be written

K
minimize E* cr—p1)
zeN(P) kz:—()( g pl)
subject to ho; < h? + Do, — 50,55

hk,j S Rkyjhkflyj -‘rpk,j — Sk, k= 1, ey K,
cp < Z(l—éj)skyj—Z(l—i—(Sj)pk’j, k=0,..., K —1,
jedJ jedJ
cx < Z Ry jhe—1;,
jeJ
p? 87 h? C Z 07
P-a.s.

where h and R are as in the previous problem, parameter h? gives initial
portfolio, p;; and s;; give the purchases and sales, respectively, of asset
j € J at the beginning of period ¢, ¢, gives the consumption over period ¢.
The parameters §; give the proportional transaction costs for purchases and
sales.

The set J contains three assets, two stock indices SP500 and NAS and
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Table 5: Dimensions of decision and random variables in Problem 3.

k10| 1|23
n, | 10 | 10 | 10
d. | 0131313

—

a money market account E3. The returns can be expressed as

{Sk,j/ Sk-1, if j € {SP500, NAS}
kg —

(1+74/100)7 if j = E3,

where S; denotes the value of a stock index and r is a three-month interest
rate. The vector of logarithms

& = (In Sk.sps00, In Sk v as, Inry)

follows a VEqC-GARCH process
A&y, = i, + okey,

where
p, = ANE 4+ BT (&1 — ) + €

and
0',3 = C<A§k71 - ukfl)(Afkfl - ,Lkal)TC’T + DU,%?IDT + Q.

All the parameters of the model are given in the Appendix.

In the numerical test, the number of stages was K = 4. Table 5 sum-
marizes the dimensions of Problem 3 and Table 6 gives the dimensions of
its discretizations as well as computation times for increasing values of the
discretization parameter L.

Figure 3 plots the optimal value of the discretizations together with the
upper and lower bounds for increasing values of the discretization parameter
L. Similar conclusions as for the earlier test problems apply except that here
the improvement of the lover bound with antithetic sampling over crude
Monte Carlo is even more striking.

4.4 Problem 4: Asset liability management

The fourth problem is an asset liability management model developed origi-
nally for a Finnish pension fund. Here the goal is to find an optimal portfolio
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Table 6: Dimensions and computation times (seconds) for discretizations of

Problem 3.
L | Variables | Constraints | Discretization | AMPL | MOSEK
2 78 36 0.0 0.0 0.0
4 274 148 0.0 0.0 0.0
8 1242 804 0.0 0.0 0.1
16 6826 5188 0.1 0.2 0.9
32 43338 36996 0.6 1.9 8.9
64 | 303754 278788 4.5 11.9 97.8
0.015 m
0.0146 |- —— :_'_'__j
0.014 e
0.0136 *//’/ Opt. value of discretization ------- T
Bounds (Monte Carlo) --------
0.0134 ) ) Bounds (a‘nlilhelic)

Points / period

Figure 3: Optimal values of discretizations and statistical bounds for Prob-

lem 3.

strategy over a set J = {1,2,3,4,5} of assets, with respect to nonlinear trad-
ing costs, portfolio constraints and certain solvency targets. The problem
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can be written as

K-1

-1 .
minimize EF g — (Wi, — p12p1 — P2zr2) + — (W — P12
zEN(P) pord Vk( k= P12k1 — P2%k2) VK( K — P12K1)
subject to hoj < h?. +poj, jEJ

hij < Rijhorj+prj, j€J, k=1,....K
Cpr) <Y Drjhu—rj+ Fr, k=0, K
jeJ
wp <Y hy k=0, K-1
jeJ
Lwp < hgj <wjw, jeJ, k=0,...,K-1
2p1 > Vie—wg, k=0,...,K
22 > Vi—we—m-hp+ (hy, - She +€)2, k=1,... K—1
h,z >0,
P-a.s.

where h and p are as in the previous problem, except that here p is allowed
to be negative which corresponds to sales. The function

_ exp(d;p;) — 1
C(p) =p + | Z 5
JeEJ\{1}

gives the total cost of purchases. The third set of constraints poses portfolio
constraints. The last two constraints define “short fall” variables xj;; and
21,2 that describe how much the total wealth w is short of target levels that
depend on the value V' of liabilities. The second target level depends also on
the portfolio h according to a nonlinear formula specified by the supervisors
in the Finnish pension scheme. The value of the liabilities V' as well as the
cash-flow F' are stochastic processes whose development is described below.

The stochastic factors R, D, F and V are driven by a quarterly time
series model where as the decision stages occur every four quarters. The
return variables are given by

e (1+7,/100)7 if j =1,

t=tp_1+1 5
L 1+4b, /100 1\~ i
Ry = (1+bt,€:/100) if j =2,
Stkyj/Stk—hj JE {3:47 5}a
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and the dividend variables by

o1 b /400 if j =2,
t op »
D=3, 1St/ Sus — 0.03)/400 if j =5,
0 je{1,3,4}.

Here t;, := 4k gives the date of stage k in quarters. The values of Fy and Vj
are fixed parameters whereas for k =1,..., K

tg

Fo=q Y Wi—e,

t=tp_1+1
‘/k = (1+7T)‘/}€—1 +F/€7

where ¢, 7 and (ej,)5_, are parameters. The 8-dimensional vector

[lnr, — Aln L]
lnbt — Ahl]t
In St73 —In It

| InSia—Inly
& = InS;5 —Inl;
InS;6—1Inl;
InW;, —Inl;
InI;

follows a VEqC-model
A& = pu + oz,

where ¢; are iid standard normal,
e = AN + o761 —7) +c

and the volatility matrix o € R¥*® is constant. All the parameters of the
model are given in the Appendix.

In the numerical test, the number of stages was K = 4. Table 7 sum-
marizes the dimensions of Problem 4 and Table 8 gives the dimensions of
its discretizations as well as computation times for increasing values of the
discretization parameter L.

Figure 4 plots the optimal value of the discretizations together with the
upper and lower bounds for increasing values of the discretization parameter
L. Again, one gets convergence of the bounds and the optimal values of the
discretizations with the lower bound obtained with antithetic sampling being
much tighter than the one obtained with crude Monte Carlo.
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Table 7: Dimensions of decision and random variables in Problem 4.

E|1O0 | 1|23
ne | 1313 13| 2
di | 0 | 323232

Table 8: Dimensions and computation times (seconds) for discretizations of
Problem 4.

L | Variables | Constraints | Discretization | AMPL | MOSEK
2 122 106 0.0 0.0 0.0
4 486 400 0.0 0.0 0.1
8 2558 1972 0.1 0.2 0.4
16 16110 11740 0.6 1.3 2.5
32 | 113102 79276 4.6 14.0 19.5
64 | 844686 578380 36.1 81.2 174.3
R e — =
% 0.35 |- A o ;;;_»_;’_‘_:::"':::: >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> i
0.25 B
0.2 4
0.15 7’/ Opt. value of discretization ------- T
Bounds (Monte Carlo) --------
o1 ) ) ) Bounds (§nt|thetlc)
2 4 8 16 32 64

Points / period

Figure 4: Optimal values of discretizations and statistical bounds for Prob-
lem 4.

Appendix: Parameters for the test problems

Problem 1

Parameters for the objective and constraints are as follows
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Parameter ‘ p X U
1 1 2

I u
Value ‘ 0 1°

Parameters for the time series model are

f() =1In 17
n =0,
o?=0.2.
Problem 2
The parameter in the objective is
p=1

Parameters for the time series model are

50:(4.16 3.81 3.54 415 330 299 344 442 4.24 2.96)T7

u:(0.084 0.071 0.041 0.087 0.071 0.09 0.089 0.080 0.083 0.072)T,

1290 3.96 1.01 5.17 3.71 323 441 1.05 564 4.48
3.96 11.83 0.73 3.53 298 3.28 356 1.29 466 4.68
1.01 073 492 070 0.75 0.56 0.67 0.21 1.47 0.55
5.17 353 070 19.15 4.07 240 451 1.39 6.36 4.38
3.71 298 0.75 4.07 11.25 4.88 323 1.22 459 5.00

o2 =102
323 328 056 240 4.88 18.06 3.10 143 491 7.30
441 3.56 0.67 4.51 323 3.10 1222 1.16 3.85 3.88
1.05 129 021 1.39 1.22 143 116 9.70 1.42 1.78
5.64 4.66 1.47 6.36 459 4.91 3.85 1.42 20.60 6.81
448 4.68 055 438 5.00 730 3.88 1.78 6.81 18.77
Problem 3

Parameters for the objective and constraints are

Parameter | p1 p2  Ospsoo Onas Om3s  h2psgy hlas  hs
Value -1 10 0.005 0.005 0 1 1 1

Parameters for the time series model are

€1 = (7.016233 7.547945 0.582216)"

& = (7,()3()150 7.588319 0.765468)T,
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10 (0.005000 0.007622 0.041185)"

0 0 0
0 9.5920 0
0 7.7350 55.0770

A=10"2

a=(0 0 —0.005770)"
g=(0 o 1),
v=(0 0 1.300000)",

¢ = (0.005000 0.004520 —0.000387)"

37.9891 0 0
C =102 0 33.0872 0 ,
0 0 50.2267
86.7300 0 0
D=10"2 0 91.9705 0 |,
0 0 0
0.1050 0.1467 0.0163
Q=10"210.1467 0.2797 0.0368
0.0163 0.0368 0.1783
0.0200 0.0188 0.0165
02 =10"210.0188 0.0206 0.0373
0.0165 0.0373 0.1782
Problem 4
Parameters for the objective and constraints are
Parameter | p1 pa Ay RS R R RO P 03 04 Js
Value 10 2 20 65 40 60 50 0.0002 0.002 0.002 0.02
Parameter l1 lo I3 Iy ls wur us us Uy Uus
Value 001 0 0 O 0 1 1 0.5 1 0.45
m = (0.000972 0.005832 0.060264 0.060264 0.035964)T,
0.31755240 —0.11114334 —0.67956214 —0.67956214  0.00000000
0.11114334  3.89001690  2.37846748 2.37846748 —1.66715010
Y =10"%| —0.67956214 2.37846748 145.42629710 145.42629710 30.58029612
—0.67956214  2.37846748  145.42629710 145.42629710 30.58029612
0.00000000 —1.66715010 30.58029612  30.58029612  71.44929000
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e =0.01.
Parameters for F' and V are

Parameter‘ Vo Fy q T ) el es es
Value ‘215 25.948 0.153097 0.045 27.90 29.11 30.18 31.55 °

Parameters for the time series model are

& (0.353101 1.150000 1.723809 1.002339 0.101330 1.911712 4.879275 0.249151)T7

50:(0.313223 1.200000 1.811451 1.083672 0.102742 1.914840 4.878644 0.254137)T7

0000 0 0 0 0
0000 0 0 0 0
0000 0 0 0 0

o ,]ooo00 o0 0 0 0

A=10"000 0 0 703070 0 0 0 ’
0000 0 75080 0 0
0000 0 0 984630 0
0000 0 0 0 85.3790

~6.9950 0 0
0 ~920.3310 0
0 0 0
L 0 0 0
a=10 0 0 4.4625 |
0 0 0
0 0.0475 0
0 0 0
1 -1 0
01 0
0 0 0
0 0 0
B=1o o -1
0 0 1
0 0 0
0 0 0

v = (—0.213706 0.223144 1.945910)T,

c:(O 0 0.016000 0.011000 0.001039 0.000872 0.000061 0.000731)T,
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o2 =10"*

2459.3665 2474.6456 —44.8775 —88.3291 14.5393 6.6564
2474.6456 2591.4208 —18.6423 —T74.1652 20.4939  6.2654
—44.8775 —18.6423 253.0327 122.0457 5.1302 —0.3554
—88.3291 —74.1652 122.0457 94.3365  2.8128  0.0872
14.5393 20.4939 5.1302 2.8128 3.5865  0.1731
6.6564 6.2654 —0.3554 0.0872 0.1731  0.1939
—6.3217  —6.4979 0.1016 0.2266  —0.0452 —0.0174
7.2190 7.5418 —0.0265 —0.0933 0.0106  0.0046

Acknowledgments We would like to thank doctor Matti Koivu for fruitful
discussions and for implementing essential parts of the discretization routine.

References

1]

J. Blomvall and A. Shapiro. Solving multistage asset investment prob-
lems by the sample average approximation method. Math. Programming,
Series B, to appear.

A. Chiralaksanakul. Monte Carlo methods for multi-stage stochastic
programs. PhD thesis, University of Texas at Austin, 2003, Austin,
Texas, 2003.

A. Chiralaksanakul and D. Morton. Assessing policy quality in multi-
stage stochastic programming. Stochastic Programming E-Print Series,
2004(12).

R. Fourer, D. M. Gay, and B. W. Kernighan. AMPL: A Modeling
Language for Mathematical Programming. Duxbury Press, 2nd edition,
2002.

K. Frauendorfer. Barycentric scenario trees in convex multistage
stochastic programming. Math. Programming, 75(2, Ser. B):277-293,
1996. Approximation and computation in stochastic programming.

Paul Glasserman. Monte Carlo methods in financial engineering, vol-
ume 53 of Applications of Mathematics (New York). Springer-Verlag,
New York, 2004. Stochastic Modelling and Applied Probability.

H. Heitsch and Romisch W. Scenario tree modelling for multistage
stochastic programs. Preprint 296, DFG Research Center Matheon
” Mathematics for key technologies”; 2005.

22

—6.3217
—6.4979
0.1016
0.2266
—0.0452
—0.0174
0.0167
—0.0198

7.2190
7.5418
—0.0265
—0.0933
0.0106
0.0046
—0.0198
0.0618




8]

[13]

[14]

[17]

[18]

H. Heitsch and Rémisch W. Stability and scenario trees for multi-
stage stochastic programs. Preprint 324, DFG Research Center Matheon
” Mathematics for key technologies”, 2006.

P. Kall and J. Mayer. Stochastic linear programming. International
Series in Operations Research & Management Science, 80. Springer-
Verlag, New York, 2005. Models, theory, and computation.

H. Niederreiter. Random number generation and quasi-Monte Carlo
methods, volume 63 of CBMS-NSF Regional Conference Series in Ap-
plied Mathematics. Society for Industrial and Applied Mathematics
(STAM), Philadelphia, PA, 1992.

Harald Niederreiter and Denis Talay, editors. Monte Carlo and quasi-
Monte Carlo methods 2004, Berlin, 2006. Springer-Verlag.

P. Olsen. Discretizations of multistage stochastic programming prob-
lems. Math. Programming Stud., (6):111-124, 1976. Stochastic systems:
modeling, identification and optimization, II (Proc. Sympos., Univ. Ken-
tucky, Lexington, Ky.,1975).

T. Pennanen. FEpi-convergent discretizations of multistage stochastic
programs. Math. Oper. Res., 30(1):245-256, 2005.

T. Pennanen. Epi-convergent discretizations of multistage stochastic
programs via integration quadratures. Math. Programming, Series B,
to appear.

T. Pennanen and M. Koivu. Integration quadratures in discretization
of stochastic programs. Stochastic Programming E-Print Series, 2002.

G. Pflug. Scenario tree generation for multiperiod financial optimization
by optimal discretization. Math. Program., 89(2, Ser. B):251-271, 2001.
Mathematical programming and finance.

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, and B. P. Flannery.
Numerical recipes in C. Cambridge University Press, Cambridge, second
edition, 1992. The art of scientific computing.

R. T. Rockafellar and R. J.-B. Wets. Continuous versus measurable
recourse in N-stage stochastic programming. J. Math. Anal. Appl.,
48:836-859, 1974.

23



[19]

[20]

[21]

R. T. Rockafellar and R. J-B. Wets. Nonanticipativity and L!-
martingales in stochastic optimization problems. Math. Programming
Stud., (6):170-187, 1976. Stochastic systems: modeling, identification
and optimization, II (Proc. Sympos., Univ Kentucky, Lexington, Ky.,
1975).

R. T. Rockafellar and R. J.-B. Wets. Measures as Lagrange multipliers
in multistage stochastic programming. J. Math. Anal. Appl., 60(2):301-
313, 1977.

R. T. Rockafellar and R. J.-B. Wets. The optimal recourse problem in
discrete time: L!-multipliers for inequality constraints. SIAM J. Control
Optimization, 16(1):16-36, 1978.

A. Shapiro. Inference of statistical bounds for multistage stochastic
programming problems. Math. Methods Oper. Res., 58(1):57-68, 2003.

A. Shapiro. On complexity of multistage stochastic programs. Oper.
Res. Lett., 34(1):1-8, 2006.

[. H. Sloan and S. Joe. Lattice methods for multiple integration. Ox-
ford Science Publications. The Clarendon Press Oxford University Press,
New York, 1994.

I. M. Sobol’. The distribution of points in a cube and the approximate
evaluation of integrals. U.S.S.R. Computational Math. And Math. Phys.,
(4):86-112, 1967.

24



Ann Oper Res
DOI 10.1007/s10479-006-0135-3

A stochastic programming model for asset liability
management of a Finnish pension company

Petri Hilli - Matti Koivu - Teemu Pennanen -
Antero Ranne

© Springer Science 4 Business Media, LLC 2006

Abstract This paper describes a stochastic programming model that was developed for asset
liability management of a Finnish pension insurance company. In many respects the model
resembles those presented in the literature, but it has some unique features stemming from
the statutory restrictions for Finnish pension insurance companies. Particular attention is paid
to modeling the stochastic factors, numerical solution of the resulting optimization problem
and evaluation of the solution. Out-of-sample tests clearly favor the strategies suggested by
our model over static fixed-mix and dynamic portfolio insurance strategies.

Keywords Stochastic optimization - Asset-liability management - Econometric modeling -
Discretization

1 Introduction

Stochastic programming has proven to be an efficient approach in designing effective strate-
gies in wealth- and asset liability management in practice. This is due to its ability to cope with
the dynamics and complex constraint structures usually inherent in such problems. In princi-
ple, stochastic programming is not tied to any particular form of objective function or model
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of the stochastic factors as long as the distribution of the stochastic factors is independent
of the decision variables in the model. Successful applications of stochastic programming
to asset liability management have been reported e.g. in Nielsen and Zenios (1996), Carifio
et al. (1998), Carifio and Ziemba (1998), Hgyland (1998), Consigli and Dempster (1998),
Kouwenberg (2001), and Geyer et al. (2003). See also the collections Ziemba and Mulvey
(1998) and Zenios and Ziemba (2004) and the references therein. For a general introduction
to stochastic programming we refer the reader to the official (COSP) stochastic programming
site: www.stoprog.org.

This paper describes a stochastic programming model and its computer implementation
for asset liability management of a Finnish pension insurance company. Finnish pension
companies manage large investment funds and, like most pension companies in Europe, they
are facing a large number of retiring policyholders at around 2010-2020. Our model addresses
a long term dynamic investment problem where the aim is to cover the uncertain future
liabilities with dynamic investment strategies. The assets are considered as the aggregate
investment classes of cash, bonds, stocks, property and loans to policyholders. In addition
to investment decisions, our model looks for optimal bonus payments and it takes explicitly
into account various portfolio and transaction restrictions as well as some legal restrictions
coming from the intricate pension system in Finland which is based on the defined benefit
rule. The legal restrictions form a unique part of the model not present in earlier applications
of stochastic programming.

We pay particular attention to describing the uncertain factors in the model which include
investment returns, cash-flows, and the technical reserves used in the definition of the statutory
restrictions. This is important since the solution of a stochastic programming model depends
usually heavily on the underlying model for the stochastic factors. We use the stochastic
model for assets and liabilities developed in Koivu et al. (). This model is based on a vector
equilibrium correction model which, in addition to short term dynamics, takes into account
long term equilibrium relations between certain economic factors (Engle and Granger, 1987).

Stochastic models such as the one in Koivu et al. () are based on an infinite sample
spaces, which result in infinite dimensional optimization problems. We solve these problems
numerically through discretization as described in Pennanen and Koivu (2002) and analyzed
in (Pennanen). This is convenient for the user who only needs to come up with an appropriate
econometric description of the stochastic factors. The discretization and numerical solution
of the discretized models are fully automated and hidden from the user.

The model was implemented and tested against static fixed-mix and dynamic portfolio
insurance strategies. Fixed-mix strategies are simple decision rules that always rebalance
the investment portfolio to maintain fixed asset proportions. Portfolio insurance strategies
are based on the constant proportion portfolio insurance framework of Perold and Sharpe
(1988) and Black and Jones (1988), where the proportion of risky assets is kept as a constant
multiple of the difference between the portfolio value and a protective floor. If the portfolio
value hits or falls below the floor, all the funds are invested in less risky assets.

These decision strategies are by no means realistic models for the behavior of areal pension
insurance company. However, they are often used for various simulation purposes in prac-
tice, which motivates their use as benchmarks. Other, more sophisticated but computation-
intensive, choices of benchmarks have been used in Hgyland (1998), Kouwenberg (2001);
see also Fleten et al. (2002). We used the out-of-sample testing procedure recommended e.g.
by Dardis and Mueller (2001) of Tillinghast-Towers Perrin. In the tests, the strategies based
on our stochastic programming model clearly outperform both the fixed-mix and portfolio
insurance strategies. Similar results have been obtained with the more sophisticated bench-
marks in Hgyland (1998); Kouwenberg (2001); Fleten et al. (2002).
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The rest of the paper is organized as follows. A mathematical model of the ALM problem
is presented in Section 2. Section 3 outlines the model for the underlying stochastic factors.
Section 4 describes the procedure used for discretization of the optimization model. Section 5
outlines a computer implementation of our model and reports the results of numerical tests.

2 The optimization model

Our model is a multistage stochastic program where a sequence of decisions (asset allocations
etc.) is interlaced with a sequence of observations of random variables (asset returns etc.).
At each stage, decisions are made based on the information revealed up to that point, so the
decision variables at a stage are functions of the random variables observed up to that stage.
This kind of interdependent dynamics of information and decisions is typical in sequential
decision making under uncertainty, which is what ALM and many other wealth management
problems are; see for example Ziemba and Mulvey (1998) or Follmer and Schied (2002).

The decision stages are indexed byt = 0, 1, ..., T, where ¢t = 0 denotes the present time,
and the set of assets is indexed by j € J, with

J = {cash, bonds, stocks, property, loans to policyholders}.

The decision variables characterize the asset management strategy as well as the company’s
solvency situation and the bonus strategy. Uncertainties result from random future investment
returns as well as from random cash flows and technical reserves described below. There
are several constraints stemming from the regulations of the Finnish pension system. The
objective is to optimize the development of the company’s solvency situation as described
by the Ministry of Social Affairs and Health as well as the amount of bonuses paid to
policyholders.

We will first describe the asset management model, followed by the model of statutory
restrictions and finally the objective. Decision variables are random variables for all ¢ except
for t = 0. For parameters, randomness will be indicated explicitly.

2.1 Asset management

Asset management constitutes a central part of the model. The following formulation is fairly
standard in asset management applications of stochastic programming.
Inventory constraints describe the dynamics of holdings in each asset class:

ho, =h9+P0,j — S0,
ht,j=Rt,jht71,j+pt,j_st,j t=1,...,T —1, je],

where

=
(=}
Il

initial holdings in asset j,

R, ; = return on asset j over period [t — 1, t] (random)
are parameters, and

p:,j = (nonnegative) purchases of asset j at time ¢,

s;,; = (nonnegative) sales of asset j at time 7,

@ Springer



Ann Oper Res

h;,j = holdings in asset j in period [z,  + 1]

are decision variables. As usual, we do not allow portfolio rebalancing at the horizon, which

is why the index ¢ goes only up to 7 — 1 in the inventory constraints. Also, the company does

not have control over the loans since, according to the Finnish law the policyholders have the

right to borrow money from the company against their paid pension premiums. The amount

invested in loans is thus determined by the policyholders. Holdings in loans are stochastic

and we will assume them to be proportional to the technical reserves; see Section 2.2.1 below.
Budget constraints guarantee that the total expenses do not exceed revenues:

Z (1+cf)poj+Hoy < Z (1—=¢})s0; + Fo,

jed jeJ
S+ pj+uH <Y (1=cS)sij+Y Dijhirj+F t=1,....T—1,
jel jed jed
where
cf = transaction cost for buying asset j,

= transaction cost for selling asset j,

7, = length of period [t — 1, ] in years,
H_, = transfers to the bonus reserve a year before stage t = 0,
D, ; = dividend paid on asset j over period [t — 1, t] (random),

F; = cash flows in period [t — 1, t] (random)
are parameters and
H,, t=0,...,T — 1 = transfers to the bonus reserve per year during period [¢, t + 1]

are decision variables. The net cash flow F; is the difference between pension contributions
and expenditures during period [ — 1, ¢]. The company can pay a proportion of its accu-
mulated wealth as bonuses to its policyholders. These bonuses are paid as reductions of the
pension contributions. The amount of the total bonuses is determined at the end of each year,
and the sum is transferred to the bonus reserve. The whole bonus reserve is then paid out
during the following year. For periods longer than one year, we assume that H, is kept con-
stant throughout the period, hence t; H,_; gives the value of bonuses paid to policyholders
during period [t — 1, ¢].
Portfolio constraints give bounds for the allowed range of portfolio weights:

ljwtfhryjfuju), t=0,...,.T -1, jEJ,
where
w, = Zh’J = total wealth attime ¢t =0, ..., 7 — 1,

jeJ
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Table 1 Lower and upper ]
bounds for investment J j uj
proportions

Cash 001 1
Bonds 0 1

Stocks 0 0.5

Property 0 0.4
Table 2 Upper bounds for ) )
. j b b’
transactions j j

Cash 0.2 0.2

Bonds 0.2 0.2
Stocks 0.2 0.2
Property 0.01  0.01

and

l; = lower bound for the proportion of w; in asset j,

= upper bound for the proportion of w, in asset j

~.

are parameters whose values are given in Table 1. The upper bounds for stocks and property
are statutory restrictions. The lower bound for cash investments is set to guarantee sufficient
liquidity.

Note that the total wealth w; at staget =0, ..., T — 1 is computed after portfolio rebal-
ancing. At the horizon, there is no rebalancing so we define it as

wr = Z(RT,j + Dy jhr—1j + Fr —tr Hr_y.
jeJ

Transaction constraints bound the sales and purchases to a given fraction of w;:

3
A

_r,bfw, t=0,...,T—1, jel,

12}
P
~.

IA

lejwt [:0,...,T_1a jEJ,
where

bf = upper bound for purchases of asset j per year as a fraction of total wealth,

b}; = upper bound for sales of asset j per year as a fraction of total wealth

are parameters. The values of bj.’ and b’ are displayed in Table 2. The tight rebalancing
restrictions for property are set because of illiquidity of the Finnish property markets. For
other asset classes the yearly rebalancing is restricted to be at most 20% of the total wealth.
These restrictions model the policies of the company as well as the requirement that the size
of transactions should be kept at levels that do not affect market prices.
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2.2 Statutory restrictions

The statutory restrictions for Finnish pension insurance companies are quite strict, and they
form a unique part of our stochastic programming model. Besides imposing constraints on
the decision variables, these rules form the basis for defining the objective function in our
model.

2.2.1 Solvency capital

The Finnish pension insurance companies are obliged to comply with several restrictions
described in the legislation, government decrees or regulations given by the Ministry of Social
Affairs and Health. A fundamental restriction is that the assets of a company must always
cover its technical reserves L., which corresponds to the present value of future pension
expenditure discounted with the so called “technical interest rate”. A detailed description for
determining the value of L, is given in Koivu et al. () The assets include, besides the total
amount of investments wy, a transitory item of the net amount of other debts and credits in the
balance sheet. This relatively small amount is calculated approximately as a fixed proportion
cY of the technical reserves. The difference

Ct = W +CGL[ _L[ = W _(1 _CG)Lt

of assets and the technical reserves is called the solvency capital. If at any time, C, becomes
negative, the company is declared bankrupt.

2.2.2 Solvency limits

Besides bankruptcy (C; < 0), there are several target levels that have been set to characterize
the pension insurance companies’ solvency situation. These levels form an early warning sys-
tem, so that the company and the supervising authorities can take action before a bankruptcy
actually happens. A fundamental concept in the system is the solvency border B,, defined in
(1) below. If the solvency capital C, falls below this limit the financial position is considered
to be at risk, and the company is required to present to the authorities a plan for recovering a
safe position. In addition, the company is not allowed to give any bonuses to its policyholders.

The target zone for the ratio C, / B, is [2, 4]. In this zone, the financial position of a company
is considered to be quite good. There is still discussion about how strictly the upper limit
should be observed (in practice, no company has yet exceeded the upper limit). Therefore,
we will ignore the upper limit in the model.

The concept of the solvency border corresponds to the solvency requirements in the
European Union (EU) insurance directives. There is, however, an essential difference in the
calculation method. The Finnish solvency border is based on the investment portfolio of a
company. The fluctuation of the solvency capital is mainly caused by the investment market,
and therefore the risk of going bankrupt is strongly dependent of the company’s investment
risk. The starting point of the Finnish system is that the probability of ruin in one year at
the solvency border should be approximately 2.5%, and therefore the value of the border
is required to be dependent on the investment portfolio. In contrast, the EU directives take
no account of the company’s investments. It is widely regarded that the EU regulations are
insufficient, and a project is now established to renew the EU solvency requirements. The
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solvency border B, is given by

~ (L, + H,)
Bo=\|a) mihj+b | ojihijhis % (1)
jeJ J.keld t

where a = —0.972/100, b = 1.782/100, and the parameters

[0.187] 093 0.01 3.08 1.05 —0.027
0.66 0.01 11.47 12.80 —3.62 11.19
m=]620 |, o=/ 3.08 12.80 460.51 91.50 9.67
3.70 1.05 —-3.62 91.50 176.55 —1.31
1 0.72 ] | —0.02 11.19 9.67 —1.31 11.18 ]

give the means and covariances for the asset classes (in the order: cash, bonds, stocks,
property, loans to policyholders), according to the government decree, of one-year rate of
returns over the technical interest rate. For asset classes like stocks, the parameter o ; is
substantially larger that for safer classes like bonds. In reality, the values of m and o are not
fixed for eternity, but are updated by the Ministry of Social Affairs and Health on an irregular
basis. The current values were set in 1999. We have decided to keep the values m and o
fixed in our optimization model partly because of the infrequent updating and also because
any uncertainty in these parameters would be hard to model. Note that B, is a nonconvex
function of the variables in the model.

2.2.3 Upper bound for bonuses

Finnish pension insurance companies compete with each other by paying out bonuses to their
policyholders. To attract new customers companies would like to keep the amount of bonuses
very high, but because the pension system is statutory, the government has aimed to restrict
the amount of bonuses so that a sufficient proportion of the assets is preserved in the system
to guarantee future pensions. Therefore, the Ministry of Social Affairs and Health imposes a
formula for the maximum amount of each year’s bonus transfers. The maximum depends on
the solvency capital C; and the solvency border B; of the company according to the formula

™ = ¢(C,/B:)(C, — By)
where ¢(z) is a piecewise linear function which has the minimum value of 0 when z < 1 and
the maximum value of 0.04 when z > 4. It follows that H"* is also a nonconvex function
of the variables in the model.

2.2.4 Convex approximations

In the optimization model, the nonconvex solvency border is replaced by

B, =a ijh,,j +b Z ojihe jhek
jel jkeld
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which is convex in the variables. We have B, > B, since (L, + H;)/w; < 1 unless the com-
pany is bankrupt. Replacing B, by B, in the model, makes the constraints in the model more
restrictive, so we will stay on the safe side, except when the company is bankrupt. In the case
of bankruptcy, the solvency border is underestimated by a factor of (L, + H;)/wy.

We will also replace the nonconvex function ™ by a convex approximation, namely,

H™ = 0.03 max{C; — B, 0}.
This is based on the fact that the historical average of ¢(z) has been close to 0.03.
2.3 Objective function

There are many possibilities for measuring the performance of a company. Natural candidates
would be expected utility of wealth or solvency capital under various utility functions. Here,
we will describe a utility function that takes explicitly into account the unique features of the
Finnish pension system.

As described in Section 2.2.2, the Ministry of Social Affairs and Health measures pension
insurance companies’ solvency situation by the ratio C;/B, of the solvency capital and the
solvency border. The Ministry defines four zones according to which companies’ solvency
situation is classified:

Ct/ét € [2, 00) : target
Ct/ét € [1, 2) : below target
Ct/ét € [0, 1) : crisis

Ct/Bt € (—o00, 0) : bankrupt.

We replace B, throughout by its convex approximation B, given above, and we define three
shortfall variables:

SFi1>2B — G t=1,...,T -1,
SF,>B —C/+H;/003 t=1,...,T —1,
SF3>—C t=1,...,T,

each of which gives the amount by which a zone is missed. These will be penalized in the
objective function. The inequality for SF; , incorporates the constraint

Ht S Hlmax

for bonus transfers. The penalty for SF; , will be chosen large enough to guarantee that, at
the optimum, the upper bound is satisfied.

Fort =0,...,T — 1, the state of the company will be evaluated by the following utility
function

3
w(Cy, By, Hy, L) = C,/L, = ) y.SF, /L, + u’(H,/Ly),
z=1
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where y, are positive parameters and u” is a nondecreasing concave function that will be
specified according to the preferences of the company. However, the choice of u” has to be
made in accordance with the penalty parameter y, in order to guarantee that the upper bound
for H, is not violated at the optimum. At stage 7', the utility is measured by

ur(Cr, Lt)=Cr/Ly — y38Fr3/Lt.

The overall objective function in our model is the discounted expected utility
T-1
E" > " du(Cy, B,, Hy, L) + drur(Cr. L1) .

t=1

where d; is the discount factor for stage ¢. The problem is to maximize this expression over
all the decision variables and subject to all the constraints described above.

2.4 Problem summary

Deterministic parameters:

0 _ ie: . . .
h; = initial holdings in asset j,
cf = transaction cost for buying asset j,
cj- = transaction cost for selling asset j,

[; = lower bound for wealth in asset j as a fraction of total wealth,
u; = upper bound for wealth in asset j as a fraction of total wealth,
b” = upper bound for purchases of asset j per year as a fraction of total wealth,
b* = upper bound for sales of asset j per year as a fraction of total wealth,
c” = the amount of transitory items as a fraction of the technical reserves,
a = the (negative) weight for the return component in the solvency border,
b = the weight for the standard deviation component in the solvency border,

m; = mean yearly return of asset j according to the government decree,

ojx = covariance of one-year returns according to the government decree,

7, = length of period [t — 1, #] in years,

y. = penalty parameters in the objective function,
Stochastic parameters:

R;,; = return on asset j over period [t — 1, 7],

5
I

dividend paid on asset j over period [t — 1, ¢],

F, = cash flows from period [t — 1, t],

-
Il

technical reserves at time ¢,
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Decision variables:

h;,; = holdings in asset j from period # to t + 1,

P:,j = purchases of asset j at time ¢,
s;,j = sales of asset j at time ¢,
w, = total wealth at time ¢,
H, = transfers to bonus reserve at time #,
C, = solvency capital at time ¢,
B, = solvency border at time ¢,
SF; . = shortfall from zone z at time ¢.

Our stochastic programming model is

T—1
maximize E”{> " du(C,. B,, H,. L;) + drur(Cr, Lt)

t=1

hO,j = h(]) + Po,j — S0,j»
hij = Rijhi-1j+ pij— s,
DPt,j>St,j = 0,
S+ po+Hoa <Y (1=¢)s0; + Fo,
jeJ jel
Z (1 + C;])pt,j + 1 H_ < Z (1 — Cj-)Sl,j =+ ZDl,jhf—l,j + F;,
jeJ jel jeld
wy = th,j»
jed
Liw, < hyj <ujwy,
Prj = Trbfwu
sej < ubjwy,
C, = w —(0-c9L,,
B = aijh,,j—i—b Z ojkhi jhek,
JjeJ J.ked
SF,1 = 2B, — Cy,
SFi, > B, —C;+ 100H;/3,
SF[,3 2 _Ct9
forall t=1,...,T—1, jelJ,
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wr = Z(RT,J' + Dr j)hr_1,; + Fr —tr Hr_1.

jel
Cr = wr —(1—cYLy,
SFr3 —Cr,
(h,p,s,w,H,C,B,SF)e N

v

where P is the probability distribution of the random parameters, E” denotes the expectation
operator, and the constraints are required to hold almost surely with respect to P. The symbol
N stands for the subspace of nonanticipative decision rules, i.e. the set of strategies where
the decision at each stage depends only on the random variables whose values have been
observed by that stage.

Our model is a convex optimization problem that is nonlinear both in the objective and
the constraints. There are 19 decision variables in each stage t =0, ..., T — 1 (recall that
for loans to policyholders, h; ;, p; ;j and s; ; are determined by L,) and 3 in the last stage.

The probability distribution P of the random parameters is an important part of the model,
and the solution will depend on it in an essential way. We assume that the random parameters
follow the stochastic model developed in Koivu et al. () This model is briefly outlined in
the following section. Since this model has continuous distributions, the resulting optimiza-
tion problem is infinite-dimensional. Solutions of the problem are then sought numerically
through discretization. As in Pennanen and Koivu (2002), the discretization is obtained by
approximating the continuous probability measure by a discrete one. This is described in
Section 4.

3 Modeling the stochastic factors

The stochastic factors in the optimization model are first expressed in terms of seven economic
variables, namely short term interest rate sr, long term bond yield br, stock price index S,
dividend index Div, property price index P, rental index Rent and wage index W. These
variables are then modeled by a time series model.

The formulas for calculating R; ; and D, ; for each asset class are displayed in Table 3,
where t; denotes the length of the time period in years and the parameter Dj; denotes the
average duration of the company’s bond portfolio.

The return for cash investments is approximated by the geometric average of the short term
interest rate during the holding period. The formula for bond returns is based on a duration

Table 3 Return and dividend formulas

Asset class Ry j Dy
Cash (A +sr)( +sr )T 1

1+ br_y \PM 1
Bonds (Tb;;) E(brtfl + brz)ft

S, 1 ( Div,_ Di
Stocks ! = ( il + lvr) T

Stf] 2 5[71 SI

P, 1 [ Rent;_ Rent,

P t = —-0.03
roperty P, (2 < P + P, > ) Tt

Loans 1 L(briy + brT
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approximation as in Campbell et al. (1997), Chapter 10. The parameter D), is set equal to
five years. The dividends for stock and property investments present the average dividend and
rental yield, respectively, during the holding period. For property investments the maintenance
costs, which are assumed to be a constant 3% of the property value, are deducted from the
rental yield. Similarly to bonds, the cash income for loans is approximated by an average of
bond yield. This is based on the fact that the interest on newly given loans is usually set equal
to the current bond yield. The return for loans is equal to one because these instruments are
not traded in the market.

The Finnish earnings-related pension scheme follows the defined benefit principle, where
the pension insurance company guarantees the pension payments which are tied to the devel-
opment of the policyholder’s salaries. It follows that, the technical reserves L and cash flows
F depend on policyholder’s wages and population dynamics. These are assumed indepen-
dent, so that their development can be modeled separately. The values of L and F depend
also on the technical interest rate, which determines the total growth rate for the reserves. In
the model, the technical interest rate is calculated based on recent asset returns and it is an
important part of the model because, to a great extent, it determines the correlations between
the investment variables and the reserves. The development of wages is described by the
general Finnish wage index. For a more detailed description of the development of L and F,
see Koivu et al. ()

The quarterly development of

[~ Insr,
In br,
In S,
x;, = | InDiv,
In P;
In Rent,
In W,

will be modeled with a Vector Equilibrium Correction (VEqC) model, popularized by Engle
and Granger (1987) and Johansen (1995). During the last decade VEqC models have been
widely used in modeling and forecasting economic and financial time series, see e.g. Campbell
and Shiller (1987); Clements and Hendry (1998, 1999) and Anderson et al. (2000). We
consider a VEqC model
k
Asx; = AiAsx i +a(B'xi1 — ) + €, 2
i=1

where A; e R77, 8 e R, u e R, o € R7¥!, A; denotes the shifted difference operator
Asx; = Ax; — 68

with§ € R7,and ¢, are independent normally distributed random variables with zero mean and
variance matrix £ € R”*7. When the model is stationary the parameter vector § determines
the average drift for the time series. The term «(8'x,_; — w) takes into account the long-term
behavior of x, around statistical equilibria described by the linear equations 8'x = . It is
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assumed that, in the long run,

E[B'x] = p,

and that if x, deviates from the equilibria it will tend to move back to them. The matrix o
determines the speed of adjustment toward the equilibria. In a sense, VEqC-models incorpo-
rate long-run equilibrium relationships (often derived from economic theory) with short-run
dynamic characteristics deduced from historical data.

We take § and u as user specified parameters. This enables incorporation of expert in-
formation in specifying the expected growth rates for x;, as well as long term equilibrium
values for such quantities as mean reversion levels, interest rate spread and dividend yield.
In particular, this gives control over mean returns which have been shown (in the context of
the Markowitz model) to have a big impact on the optimal portfolio choice, see Chopra and
Ziemba (1993). The appropriate lag-length k£ and the remaining parameters are estimated
from quarterly data from Finland and the EU-area. The estimated parameter values used in
the numerical tests of Section 5 are given in the Appendix. For a more detailed description
of the model; see Koivu et al. ()

4 Discretization
In our optimization model, we are interested in the conditional distributions of x,;,, given

x;, typically for i > 4. This can be calculated conveniently as follows. After specifying the
model (2), we write it as a Vector Auto-Regressive (VAR) model in levels

k
o=+ A+ + ) (A — A — A +c+ 6,
i=2

where ' = af’ and ¢ = —au + (I — Zle A;)d. This, in turn, can be written in the com-
panion form

X = A1 +C+ &,

where

X, [T+ A +T Ay —A; - A=A —Ag

) Xi—1 _ I 0 0 0

xl - ’ A = . . . . ’
| Xr—k L 0 0 1 0
¢ ¢
0 0

c= 5 €t=
L0 L 0
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It follows that

h
Ton = A%+ ) AN et e, 3)

i=1

where ¢, = Z?:l A"—1g;. The random term e}, is normally distributed with zero mean, and
from the independence of €; it follows that e, has the variance matrix

ZZXh:Ah—i (AT)h—i_

A convenient feature of (3) is that the dimension of the random term never exceeds 7(k + 1)
even if A is increased. In the model of Koivu et al. (), K = 1, so the dimension will be at most
14.

We discretize the model (3) using integration quadratures as described in Pennanen and
Koivu (2002). This results in scenario trees that converge weakly to the original process
as the number of branches is increased. This technique is just as easy to implement as the
better known method of conditional sampling, where a scenario tree with a given period
structure (71, . . ., T7) and branching structure (v, ..., vy) can be generated as follows; see
e.g. Chiralaksanakul (2003). For each t =0, ..., T, denote by A the set of nodes in the
scenario tree at stage ¢. The set A consists only of the root node which is labeled by 0. The
rest of the nodes will be labeled by positive integers in the order they are generated. The
number h, = 41, gives the length of period [f — 1, ¢] in quarters.

Set m := 0, X,, := the current state of the world, and Ny := {m}.
forr:=1toT
N, =0
for n e N:
Draw a random sample of v, points {e}, };", from N(0, £,)
for i :=1tov,

m:=m+1
Tn =Yoo AMIE 4+ APR, + el
Ni == N; U {m}

end

end
end

The random samples required above are easily generated by computing the spectral
decomposition

7(k+1) ;
i = Z k;lu;l(u;l) ,
i=1
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where A/ are the eigenvalues of ¥, in decreasing order and u!, are the corresponding eigen-
vectors. If X, has rank d;, we have

£y = GGy,
where Cj, = [\/Abub, ..., /A% ul], and then the desired sample is obtained as

ey, = CnF, ' (u},),

Vi

where {uj, };",
[0, 1]% and Fy, is the d;-fold Cartesian product of univariate standard normal distribution
functions. An advantage of computing the spectral decomposition (instead of the Cholesky
decomposition as e.g. in Hgyland et al. (2003)) is that when f);,, is singular, d; gives the true
dimension of the random term. For example, when h = 1,d, = 7.

The random samples {“Z, }i-, above can be viewed as discrete approximations of Uy, . As
in Pennanen and Koivu (2002), we will replace these random samples by low discrepancy
point-sets that have been designed to give good approximations of Uy,. In the numerical
tests in the next section we will use point-sets from the Sobol sequence; see for example
Niederreiter (1992), Jiackel (2002). This produces a scenario tree with the same branching
structure as the above conditional sampling procedure but a potentially better approximation
of the original stochastic process, because the low discrepancy points are constructed to be
more evenly distributed over Uy, than typical random points. The computation times with
Sobol sequences is roughly equal to that with Monte Carlo. Another advantage of using the
spectral decomposition (instead of Cholesky decomposition) in forming the square root of
the covariance matrix is that it allows for significant variance reduction in connection with
low discrepancy point-sets; see e.g. Acworth et al. (1998).

is a random sample from Uy, the d;-dimensional uniform distribution on

5 Numerical results
5.1 Implementation

Figure 1 sketches the structure of the overall optimization system. The scenario generator
(written in C programming language) takes as input the period and branching structures of the
scenario tree and the time series model for the stochastic factors and generates the scenario
tree for the assets and liabilities. The tree can be visually and otherwise inspected e.g. in
spreadsheet programs until the outcomes are satisfactory. The scenario tree is then written
into a text file in AMPL format described in Fourer et al. (2002). The optimization model
written in AMPL modeling language and the data from the scenario generator are processed in
AMPL and fed to MOSEK!, which is an interior-point solver for convex (nonlinear) programs.
The solution details and statistics produced by AMPL/MOSEK can again be visualized e.g.
in spreadsheet programs. The system can be used under most Unix and Windows platforms.

1 www.mosek.com
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INPUT COMPUTER SYSTEM OUTPUT
Data Econometric Multiperiod
- Market data N model ) SI_OCI'_IaStIc
Expert - Assets optimization model
information - Wage index
- - Solution
Scenario generator Solver Optimal strat
> - Imal strate
- Statistics - AMPL 1 P . o
) ) - Mosek - Statistics
Graphics - Graphics
Data Liability model
- Initial values » - Cash flows
- Population - Technical
forecasts reserves
Fig. 1 Stochastic optimization system
Table 4 Shortfall penalty
coefficients in the example 4! o

SP1 1 10 10
SP2 05 10 10
SP3 1 1 1
Sp4 01 10 10
SP5 0 0 0

5.2 Computational experiments

We chose the beginning of year 2002 as the first stage t = 0 in our experiments. The initial
values for the time series model and the model parameters

ho = (1563, 622, 5573, 3914, 2158)

and H_; = 151.341 (million euros) were chosen accordingly. As an example, we generated
a scenario tree with period structure (1, 3, 6) years and branching structure (25, 10, 10) (2500
scenarios). This takes less than a second on Intel Pentium 4, 2.33GHz, with 1Gb of SDRam.
Figure 2 plots the values of some important parameters on the scenario tree.

We solved the corresponding stochastic programming model for five sets of shortfall
penalty coefficients given in Table 4. These (somewhat arbitrarily chosen) values correspond
to different attitudes towards the attainment of the various target zones described in Subsec-
tion 2.3. In all cases we used the piecewise linear utility function

u?() = 1.5y, min{-, 0.01}

for bonuses. The solution of the corresponding optimization models takes less than 10 seconds
each. Figure 3 displays the optimal portfolio weights in stage ¢ = 0 for the five sets of
parameter choices. The first column gives the actual portfolio of the company in the beginning
of year 2002. One can also examine the development of the optimized decision variables along
the scenario tree. Figures 4 (a) and (b) plot the optimized C, /L, and H, / L, ratios, respectively,
for SP1 of Table 4. The solvency capital C, is always nonnegative (no bankruptcy) in every
scenario while the bonus transfer/liability ratio H; /L, isequal to 0.01 in almost every scenario.
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O = NWAHAOWON®O
I i S i T i MR R i et}

4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a. Short rate%

o
-
N
)

e} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g. Yearly cash flows (Meuro) h. Technical reserves (Meuro)

Fig. 2 Scenario tree of the example.

To gain some insight on the effect of the the shortfall penalties associated with the target
zones, we solved the optimization model SP1 for varying levels of initial wealth wy. This
was done by rescaling the initial portfolio so that the relative portfolio weights remained
unchanged. The model was resolved and the optimized first stage portfolio recorded. The
resulting portfolios are graphed in Figure 5 (a) as a function of the ratio wg/ L. For compar-
ison, we did the same for SP5, where there is no penalty for the shortfalls; see Figure 5 (b).
The original wealth-liability ratio at the beginning of year 2002 was wy/Lo = 1.238.

Compared to SP5, the optimal portfolios for SP1 have considerably more wealth allocated
to the short interest rate and bonds when wy/L¢ < 1.5. This is natural since putting more
wealth to the “safer” instruments reduces the solvency border and also the shortfalls. When
wo/ Lo approaches 2, the portfolios begin to look alike. This is caused by the fact that for
high levels of initial wealth the probability of a shortfall is reduced and the effect of penalties
becomes negligible. The most interesting phenomenon is that when the company approaches
bankruptcy (wo/Lo < 1), it moves wealth from short interest rate to bonds and stocks, even
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1
0.9 A
0.8 A ] ] ] ] I
0.7 A
0.6 O property
— I— O stocks
0.5 | Obonds
Ecash

0.4 M loans
0.3 A I
0.2 A
i B B B ENDE

0 -

Initial SP1 SP2 SP3 SP4 SP5

Fig. 3 Initial portfolio 4° and the optimal portfolios corresponding to the parameter values in Table 4.

0 ¥ T T 1
0 1 2 3 4

a. Ct/Lt b. Ht/Lt

Fig. 4 Optimized solvency capital and bonus ratios along the scenario tree for SP1.

091 091
081 081
074 071
061 06
051 051
041 041
031 031
021 02
04 04

0 0

1.0 15 20 1.0 15 20
a. SP1 b. SP5

Fig. 5 The optimal first stage portfolio as a function of wq/L¢ (The legend of Figure 3 applies).
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5200 |

5000

4800

4600

4400 |

4200 | i

4000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Branches per node

Fig. 6 Convergence of the optimal value

though this results in higher solvency border and higher shortfall penalties for the first two
zones. This is probably due to the fact that the company is anticipating the solvency situation
in later periods and trying to make safe portfolio allocations by ignoring to some extent the
recommendations embodied in the definition of the solvency border.

5.3 Convergence of discretizations

Being forced to approximate the continuous distribution of the uncertain parameters by finite
distributions, it is natural to ask how the corresponding optimization problems depend on
the number of scenarios. A simple test is to study the behavior of the optimal values as the
number of scenarios is increased. We will do the test for SP1 of Table 4 using the Sobol
sequence as described in Section 4. For simplicity, we only considered fully symmetric
scenario trees where each node has an equal number of branches, i.e. branching structure is
(k,k, k) fork =1,2,3.... The solid line in Figure 6 plots the objective value as a function
of the size of the scenario tree. For low values of &, the optimal value goes through large
variations, but as k is increased the optimal value seems to stabilize. In fact, it stabilizes close
to 4504 which is what we obtained with the branching structure (25, 10, 10) in the above
example. Convergence of discretizations of multistage stochastic programs has been studied
for example by Olsen (1976), Casey and Sen (2003) and (Pennanen).

For comparison, we did the same test using Monte Carlo sampling in generating the
scenario trees. This resulted in the dotted line in Figure 6. The optimal values obtained with
Monte Carlo seem to converge too but not nearly as fast as the optimal values obtained with
the Sobol sequence.

5.4 Out-of-sample test

We implemented an out-of-sample testing procedure to evaluate the performance of our
stochastic programming model. Optimized strategies corresponding to the five sets of shortfall

@ Springer



Ann Oper Res

penalty coefficients in Table 4 were compared with a variety of static fixed-mix and dynamic
portfolio insurance (PI) strategies meeting the statutory restrictions of Table 1. The fixed-
mix portfolio weights were chosen according to a grid in order to evenly cover the region of
feasible portfolios.

In the PI strategies the portfolio weights for cash 7. and property m, are varied according
to the same rules as in the fixed-mix case. The rest of the wealth is divided between bonds
and stocks and the proportion of stocks in the portfolio at time ¢ is given by,

S {min {(1 — T, — 7p) Min {p% , 1} ,0.5} ifC, > 0,
" ifC, <0,

where p is a risk tolerance parameter indicating how the proportion invested in stocks in-
creases with the company’s solvency ratio, C,/w,. The percentage invested in stocks is a
constant multiple of the company’s solvency ratio, which was close to 22% initially, with
higher values of p resulting in higher stock market allocations. When the company’s sol-
vency capital is negative the stock market allocation is set to zero and the remaining wealth
is invested in bonds. PI strategy seems appropriate for a pension insurance company because
it allocates more wealth to risky assets, stocks when the company’s solvency ratio improves
and reduces the stock market exposure as the company approaches insolvency.

As pointed out in the introduction, fixed-mix and PI strategies should not be considered as
fully realistic decision rules. Rather, we view them as the first benchmarks that any practical
decision support system should be able to outperform. Note however, that with these decision
strategies, there is no guarantee that the transaction constraints will be satisfied. To simplify
the comparison of different strategies, bonus transfers H; were set to zero in each model. In
addition, transaction costs were ignored in the case of fixed-mix and PI strategies to simplify
computations. Note that this causes a bias in favor of the fixed-mix and PI strategies. The
scenario trees used in optimization had the same structure as in the example of Section 5.1,
that is, period structure (1, 3, 6) years and branching structure (25, 10, 10).

In the test, we evaluated the performance of each strategy over 325 randomly simulated
scenarios of the stochastic parameters over 20 years. Portfolio rebalancing was made every
year, i.e. fixed-mix portfolios are rebalanced to fixed proportions, PI portfolios are rebalanced
and stochastic programming problems were solved with a new scenario tree, based on the
current values of the stochastic parameters along the simulated scenario. We considered
PI strategies with p € {0.5, 1, ..., 20}. The following describes the testing procedure. As
outlined in Section 3, the stochastic factors in each year can be expressed in terms of a 14-
dimensional vector. Below, X; , denotes the value of this vector in year y along a randomly
generated scenario s.

for s := 1 to 325
Set X0 = X (the current state of the world).
for y :=0to 19
Generate a scenario tree rooted at X; .
Solve the corresponding optimization problems and rebalance
all the portfolios.
Randomly sample X; 4 from the time series model and
calculate the resulting portfolios and cash-flows at time y + 1.
end
end
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Fig.7 Cr /Lt vs. bankruptcy probability for fixed-mix (+), PI (A) and stochastic programming (e) strategies.

Figure 7 plots the performance of all the fixed-mix and PI strategies and the 5 stochastic
programming strategies with respect to the average solvency capital at the end of the sim-
ulation period versus the bankruptcy probability during the period. Considering the main
risk of the company, bankruptcy, and average solvency capital, the stochastic programming
strategies clearly dominate both the fixed-mix and PI strategies, even though the probability
of bankruptcy was not explicitly minimized. It is also worth noting that the best PI strategies
outperform the best fixed-mix strategies at all reasonable risk levels. The riskiest stochastic
programming strategy, SP5 of Table 4, went bankrupt in 25 simulations out of the 325 and
the safest, SP1, in only one.

We will compare SP1 more closely with the best performing PI strategy circled in Figure 7,
having the same bankruptcy probability as SP1. In the selected PI strategy 7, = 0.04, 7, =
0.15 and p = 1. The development of the solvency capital-reserves ratio for both strategies is
described in Figure 8. The three lines represent the development of the sample average and
the 95% confidence interval computed from the 325 scenarios. A higher mean and upwards
skewed distribution indicates that the stochastic programming model can hedge against risks
without losing profitability.

Figure 9 shows the distribution of the solvency capital-solvency border ratio C,/B; at
the beginning of the second year. Due to the aim for high investment returns, the stochastic
programming strategy avoids unnecessarily high levels of C,/B;, and consequently, it hits
the lower border of the target zones frequently.

Figure 10 displays the development of the distribution of C;/ B, in the 325 scenarios over
the four zones defined in Subsection 2.3. If we compare the two strategies according to the
target zones, the PI strategy seems to perform better than SP1. However, in the long run
the stochastic programming strategy produces superior returns compared to the PI strategy,
without increasing the company’s bankruptcy risk.
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Fig. 9 Distribution of C,/B; at the beginning of the second period.
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Fig. 10 Development of the distribution of C;/B; over the different zones.

6 Conclusion

This paper presented a stochastic programming model that was developed for asset-liability
management of a Finnish pension insurance company. The modeling was done in two phases:
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1. modeling of the decision problem, which included the specification of the decision
variables, stochastic factors, objective and constraints,
2. modeling of the stochastic factors. For this we used the model developed in Koivu et al.

0

This resulted in an infinite-dimensional stochastic optimization problem, which was solved
in two steps:

1. discretization, which resulted in a finite dimensional optimization problem where the
uncertainty was approximated by a scenario tree,

2. numerical solution of the discretized model. This was done using an algebraic modeling
language and an interior point solver for nonlinear convex optimization.

Numerical results indicated that the model is robust and superior to more traditional ALM
approaches.

Appendix

The parameters for the time series model described in Section 3 were estimated using full information maximum
likelihood and are as follows. The number of lags k = 1,

-0 -
0
3.7
0.0114
F) 0.0114 1 12
= R s = 1n N
" 25
0.007
7.0
0.007
L 0.009
r3.672 3467 0 0 O 0 0
0 285 0 0 0 0 0
0 0 0 0 o0 0 —59.11
Ar=10"1] o0 0 -—24250 0 0 o |,
0 0 0629 0 3617 0O 0
0 —-0209 0 0-0663 8533 0
L o 0 0 0 0 —0638 8712 |
T 0 094 0 0 T "1—1 0 07
—1.061 —1.499 0 0 01 0 0
0 0 0 0 00 -10
o« =10" 0 0 —1449 0 |, B=]00 1 0],
—0238 0 0 0637 00 0 —1
0 0080 0 0 00 0 1
L o 0 -0024 0 00 0 0
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r53.711  7.155 —4.795 —15.978 0.112 0.273 —0.2337
7.155 55719 10.741 —11.647 0.228 0.465 —0.263
—4.795 10.741 116.726 45.187 6.345 —0.587 0.126

T =10"%| —15.978 —11.647 45.187 62.235 —1.042 —0.218 0.517
0.112  0.228 6.345 —1.042 2.752 —0.007 0.003
0.273  0.465 —0.587 —0.218 —0.007 0.167 —0.018

L —-0.233 —-0.263 0.126 0.517 0.003 —0.018 0.033 |

The initial values for the time series at the beginning of year 2002 were

[3:35 7 r4.16 7
4.42 4.33
279.6 242.9
xo=In| 8437 |, x=In| 776.0
118.0 117.7
839.8 831.3
L 140.6 L 139.1
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